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Quelques applications de la convexité
a I’étude des fonctions sphériques
sur un espace symétrique

Jacques Faraut

Les principales propriétés des fonctions sphériques se déduisent de leurs
représentations intégrales. En particulier pour étudier le comportement asymp-
totique des fonctions sphériques on utilise le théoreme de convergence dominée
de Lebesgue et pour cela il faut étre capable de majorer I'intégrant par une fonc-
tion intégrable fixe. Ce sont les propriétés de convexité de la N -projection qui
permettent ces majorations. Le théoreme de convexité de Kostant concerne les
espaces riemanniens symétriques. Un analogue a été démontré récemment par
K. NEEB pour les espaces symétriques ordonnés (cf I'exposé de K. NEEB dans
ce volume).

Dans la premiere partie nous rappelons quelques propriétés des fonctions
sphériques d’'un espace riemannien symétrique. La deuxieme partie concerne
les espaces symétriques ordonnés. Les résultats qui y sont présentés font partie
d’un travail en collaboration avec J. HILGERT et G. OLAFSSON, actuellement en
préparation [2].

Fonctions sphériques sur un espace riemannien symétrique

Soit M = G/K un espace riemannien symétrique de type non compact.
Le groupe de Lie G est semi-simple et connexe, K est un sous-groupe compact
maximal constitué des points fixes d’une involution de Cartan 6 de G. On note
g et t les algebres de Lie de G et K, et on pose

p={XegldX)=-X}.

Soit a un sous-espace de Cartan de p, c’est a dire un sous-espace abélien max-
imal. On choisit un systéme positif AT dans le systeme A(g,a) des racines
restreintes, et on pose

n= Z g%, N =expn, A=-expa.
aEAT

La décomposition d’Iwasawa peut s’écrire G = NAK . L’application

(n,Y) — nexp(Y).xg, zo = eK,
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définit un difféomorphisme de N x a sur M. Si x = nexp(Y).zg on pose
Y = A(x).

L’application = +— A(x), de M dans a est appelée la N-projection.
Pour g dans G on notera aussi A(g) = A(gxo).

Le théoreme de convexité de Kostant ([3], Chapter IV, Theorem 10.6,
p. 476) nous dit que la N -projection de la K -orbite Kazo du point axg (a € A)
est égale a I’enveloppe convexe C(loga) de W.loga, W désignant le groupe de
Weyl.

{A(ka) | k € K} = C(loga).

Les propriétés suivantes de la N-projection se déduisent facilement du corollaire
6.6, chapitre IV, p. 439 de [3]. Pour a dans A" et i dans N = 0(N),

(I.1) A(n) € —Ta,
(L.2) A(ana™t) — A(n) € 1,

ol Ta est le cone ouvert dual de la chambre de Weyl positive a™,
ot ={X €a|Vae AT, a(X)>0}.

Les fonctions sphériques ¢, de l'espace symétrique M = G/K sont
définies par l'intégrale suivante

o (2) :/ e(z’)\—kp)(A(k:c))dk’
K

pour z dans M ou dans G, ou p désigne la demi-somme des racines positives,

p:% Z M L.

aEAT

Si x =a € A, on peut transformer cette intégrale en une intégrale sur NV,

b

or () = eliA—p)(loga) / =N (Aena™) L(p+in) (Am) g
N

la mesure de Haar de N étant normalisée de telle sorte que

/_ er(A(ﬁ)) dn = 1.

N

Cette représentation intégrale permet de déterminer le comportement asympto-
tique de oy ([3], Chapter IV, Theorem 6.14, p. 447).
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I.1. Théoréme. Pour X dans at et si R(i\) € a7,

or(exptX) ~ c¢(A)e=P0EX) oo,

ot
c(N) = / e(Mﬂ’)(A(ﬁ))dﬁ.
N
Démonstration.  On montre que la fonction
i e(z',\+p)(A(ﬁ))

est intégrable si (i) € a’ , et que son intégrale c¢(A\) n’est pas nulle. D’autre
part, si a; = exp(tX),

thm A(atﬁa_t) = 0.

Pour démontrer le théoreme il suffit de montrer qu’on peut appliquer le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue. C’est la qu’interviennent les propriétés de
convexité de la N -projection. Posons = R(i\). On peut trouver ¢, 0 < e < 1,
tel que

p—epEal,

On déduit alors des propriétés (I.1) et (I1.2) que

(b= p)(A(ana™)) >

—~

1—¢e)u(A(ana™"))

Par suite
}ew—m(A(aﬁa*l))e(pm)(A(ﬁ)) | < clemtr) (Am)

et cette derniere fonction est intégrable sur N . |

Pour a dans A on note u, la mesure définie sur a par

/f(X)dMa(X):/Kf(A(ka))dk,

a

c’est a dire que p, est I'image par 'application k +— A(ka) de la mesure de Haar
de K. C’est une mesure positive de masse totale égale a 1. D’apres le théoreme
de convexité de Kostant son support est égal & C(loga). Nous pouvons écrire

oa(a) = /ei’\(X)ep(X)dua(X).
a

Puisque @,,n = @), pour w dans W, la mesure e’du, est invariante par W.
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Proposition I.2.  Si X\ appartient au tube a* 4+ iC(p) de ay, alors
[ealg)] < 1.

Réciproquement Helgason et Johnson ont montré que si ¢, est bornée,
alors A appartient au tube a* +iC(p) ([3], Chapter IV, Theorem 8.1, p. 458).

Démonstration. On remarque d’abord que ¢;, =1, et aussi que ¢p_;, =1,
puisque ©_»(g9) = pa(g~!). Il en résulte que, pour w dans W, ©s,, = 1.
D’autre part 'application

o i) = [ 00y, ()

a

est convexe. Si p € C(p),

p= Y auuwp,

weWw

avec des nombres «,, > 0, vérifiant

Zawzl,

weW

et
Spiu(a) S Z aw(ﬁiwp<a) =1.
weWw

Ceci démontre la proposition puisque, pour A, u dans a*,

lor+in(9)] < in(g)- =

II. Fonctions sphériques sur un espace symétrique ordonné

Considérons maintenant un espace symétrique non riemannien M =
G/H de type régulier (voir [4], II). Le groupe de Lie G est semi-simple et connexe,
la paire (G, H) est symétrique, c’est a dire qu’il existe une involution o de G
telle que
(G,)" Cc H C Gy,

ol G, ={g9€G|o(g) =g}, etolu (G,)° est la composante connexe de 1’élément
neutre dans G,. On note § ’algebre de Lie de H et on pose

q={Xeg|o(X)=-X}.

Il existe une involution de Cartan 6 qui commute avec o. Lui sont associés K, €
et p comme dans la premiere partie. Dire que I'espace symétrique M = G/H est
de type régulier signifie qu’il existe dans p N q un vecteur non nul X invariant
par K N H. Dans ces conditions il existe un sous-espace de Cartan a de p qui
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est contenu dans p N g. De plus on peut supposer que Xy € a et que les valeurs
propres de ad(Xg) sont —1,0,1. On note

g=9g-1+g+@

la décomposition de g en sous-espaces propres de ad(Xy), et go est I'algebre de
Lie de Gy = Zg(Xo). Dans le systeme de racines Ay = A(go, a) on choisit un
systeme positif A(J)r et on pose

At = AT UA,,

avec

Ay ={aeAg,a) | g” C g}

Nous considérons dans a les deux cones suivants

Chax = {X € a|Va € Ay, a(X) <0},
Cmin = Criax’
et dans p le cone convexe fermé C' qui est H -invariant et tel que

CNa=Chax-

A ce cone est associé le semi-groupe S = exp(C)H , et ce semi-groupe définit sur
M = G/H un ordre partiel invariant,

T =g1m >y =goxo si gy g1 €S (wo=eH).

Nous définissons n, N et p comme dans la section 1, et de plus

1
ng= » g% =nnNgo,No=expng=NnG, Po =3 Y maa,

O‘EAE)F aEAS‘
1
«
n = § g% =g1, N1 =expny, p1 = 9 Z Mea QL.
1<V aEN,

Alors Ny et N7 sont des sous-groupes de N, N est abélien, Ny normalise N;
et N = NgN; est un produit semi-direct. De plus GGy normalise N;.
Au niveau de l'algebre de Lie la décomposition

g=n+a+bh,

est une somme directe, mais ’ensemble N AH n’est pas égal a G, c’est seulement
un ouvert de G. L’application

(n,Y) — nexp(Y).xg
est un difféfomorphisme de N x A sur 'ouvert NA.zg. Pour x dans cet ouvert,

x =nexp(Y).zg, on pose
A(z) =Y.
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Si a € SNA = exp(Chax), orbite Ha.zq est contenue dans N A.xg, ([4],Lemma
8) et le théoreme de convexité de K. NEEB ([4], Theorem 9, [5], Theorem IV.14)

se traduit par, si a # e,
{A(ha) | h € H} = C(loga) + Cin-

De ce théoreme on déduit les propriétés suivantes : pour n € N N NAH,
a € exp(Chax) s

(IL.1) A(a""ia) — A(R) € Crnin,
(11.2) A(ﬁ) € —Chin-

On montre que B B
NNNAH = Ny.Q2, Q =expD,

ou D est un ouvert borné de ny.

Exemple. Soient G = SL(n,F) (F =R ou C, H = SO(p,q) si F =R et
H=SU(p,q) si F=C, p+qg=n, p,g>1. L'involution ¢ de g = M(n,F) est
définie par

« I 0
0(X) = —Ipg X Ipg, Ipg = <(§) _[q)'

L’élément X est le suivant

_fal, O 4 L,_P
X0_<0 _ﬂ[q)va_naﬁ_n'

Nous avons
go = Sé(pa IF) D SE(Q? IF) S Fa

a=m={(y §)loeMpanh

g1 =n_= {(2 8) |y € M(q,p;F)}.

Le sous-espace de Cartan a est constitué des matrices diagonales réelles de trace
nulle, et

Ciax = {X = diag(t) | Vi,j, 1<i<p, p+1<j<n, t; +1; <0},
Chin = {X =diag(t) | Vi, 1 <i<mn, t; <0}

Le sous-espace q est constitué des matrices X telles que I,,X soit symétrique
(resp. hermitienne), et le cone C' est constitué des matrices X de q telles que

§ 1, XE <0,

pour tout vecteur £ de F" tel que £*1,,§ = 0.
Le domaine D est constitué des matrices

0 0
<y 0), y € M(q,p;F),
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telles que I, — y*y soit définie positive.

Les fonctions sphériques de ’espace symétrique ordonné X = G/H sont

définies par
o () :/ e(p_A)(A(hw))dh.
H

Pour étudier la convergence de cette intégrale et le comportement asymptotique
de la fonction ¢, nous allons transformer cette intégrale en une intégrale sur V.
Pour 7 € N N NAH, on écrit n = nexp A(n)u(n), et 'application

n— u(n)Zg(A)

est un difféomorphisme de N N NAH sur H/Zg(A). La fonction ) (a) s’écrit

o (a) = elP—N(loza) / oM (A 1n) o0 (Am) g
NNNAH

Avant de déterminer a quelle condition cette intégrale converge, considérons
d’abord l'intégrale suivante

ca(N) :/ e(p+>‘)(A(ﬁ))dﬁ1.
Q

Proposition II.1.  L’intégrale définissant cq(\) converge si

RA + p € Chpax-

Démonstration. Puisque 2 est borné, il suffit de montrer que I'intégrant est
borné. Or, d’apres (I1.2), A(n) € —Chin, donc

Rip+ ) (A(m)) <0,

et
|e(p+/\)(A(ﬁ)) | < 1. -

Nous ne connaissons pas actuellement le domaine de convergence exact.
Pour certains exemples nous pouvons montrer qu’il est en fait strictement plus
grand que
A RX+ p € Crax}-

I1.2. Lemme. Soit Q) un compact contenu dans €2, et soit v € a.. Il existe
une constante M(Q,v) telle que

|8V(A(ﬁoﬁ1))| < M(Q V)|€V(A(ﬁo))|

— Y )

pour tout iy de Ny et tout 7y de Q.
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Démonstration. On utilise la décomposition d’Iwasawa Gy = NgAKy du
groupe Gy, Ko = K NGy,

’FLO = Nop exp A(’ﬁo)’do(’ﬁo),
avec ng € Ny, u(ng) € Ko. Alors

’FL()’FLl = No exXp A(’ﬁo)’do(’ﬁo)’ﬁl,
A(’FL()’F“) = A(’FL()) + A(U(ﬁo)’ﬁl),

et u(ng)ny varie dans le compact Ko@Q quand 7o varie dans Ny et 7; dans Q.
Ce compact étant contenu dans €2 on peut poser

M(Q,v) = sup |er(A0w)). .
1 €KoQ

I1.3. Théoreme. Si a appartient a lintérieur de S N A, et si RA +
p € Cmax, Uintégrale définissant la fonction sphérique ¢x(a) est absolument
convergente.

Démonstration. Si a appartient & I'intérieur de SN A, alors Q, = a~'Qa
est relativement compact dans 2. Posons p = RA. De la relation

A(ﬁoﬁl) = A(’ﬁo) + A(U(fm)ﬁl)a

on déduit que

/ e()\+p)(A(ﬁ0ﬁ1)) dig = e(>x+p)(A(ﬁ0)) ca(N).
Q

En utilisant le lemme I1.2 nous obtenons
/ (P (4@ 10a)) Jo+0) (A() d7
NNNAH

< MQq,p— M)CQ(W/ 6(p—u)(A(a’lﬁoa)e(eru)(A(ﬁo)) dny.

N,
La valeur de cette derniere intégrale est précisément la fonction sphérique
¥ (a™h) = py,(a)
de I'espace riemannien symétrique Go/Ky, car, pour fig dans Ny,
p(A(70)) = po(A(7o)). u
I1.4. Théoreme. Supposons que KA € a’ et que R\ + p € Crpax . Pour X

dans —a™,
lim PP (EPEX) ) (exptX) = co(N)ea(N).

t—o0
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Démonstration. Posons a; = exptX . Puisque, pour 7 € N,

thm A(a_tﬁat) = O,

il suffit de montrer qu’on peut appliquer le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue. Pour ¢y > 0 ’ensemble

est relativement compact dans 2. D’apres le Lemme II.2, pour = R\,
1
n=noni,
|6(p—>\) (A(a—tﬁat)) |

< M(J), 0 — M)G(P_A)(A(aftﬁoat))_

La démonstration se poursuit comme celle du théoreme I.1. On peut trouver ¢,
0<e<1, tel que

po —ep € a’y,
et alors
=N (Ala—enan) o3 (am)
< M(@,p— u)e(fu+po)(z4(ﬁo)) e(1tp) (A(U(ﬁo)ﬁl) :
qui est une fonction intégrable sur Ny x (2. ]

Remarquons que dans les théoremes I1.3 et 11.4 on peut remplacer la
condition R + p € Chax par la condition

/ 1O (A0D) 4, < oo
Q

Dans certains cas il est possible de vérifier que ces conditions sont différentes.
En particulier lorsque G = SL(2,R), H = SO(1,1), la représentation intégrale
de la fonction sphérique s’écrit, si a; = exp(—tXp) (t >0), A= —sp (s € C),

ox(a) = / (ch? fet — sh? He_t)_%de.

Cette intégrale converge si ts > —1. Or la condition R\ + p € Chax signifie
que Rs > 1.

C’est aussi le cas pour les espaces G/H avec G = SL(n,C) et H =
Su(p, q) pour lesquels il est possible de calculer explicitement I'intégrale définis-
sant les fonctions sphériques [1].
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