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Zusammenfassung

Bei der Untersuchung der von einem Lie-Keil W C L(G) erzeugten Unter-
halbgruppe einer Lie-Gruppe G erweisen sich Methoden der Kontrolltheorie als
duflerst hilfreich. Ein Hauptergebnis der Kontrolltheorie ist das Pontrjaginsche
Mazimumprinzip, das zuerst in [3] angegeben wurde und eine notwendige Be-
dingung fiir die Optimalitdt von Steuerungen angibt. Wir geben hier an, welche
spezielle Form das Maximumprinzip im Falle einer Lie-Gruppe annimmt und
erhalten so einen kontrolltheoretischen Beweis fiir die Surjektivitéit der Exponen-
tialfunktion einer kompakten, zusammenhéngenden Gruppe.

1. Kontrolltheoretische Grundlagen
Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen:

e M differenzierbare Mannigfaltigkeit

e T'M das Tangentialbiindel, 7p; : TM — M die kanonische Projektion dazu

e T*M das Kotangentenbiindel, 7ps : T*M — M die kanonische Projektion dazu

o I'(TM),T(T*M),... fir die glatten Schnitte des jeweiligen Biindels.
Definition 1.1.  Ein Kontrollsystem ¥ = (M, f,U) ist ein Tripel bestehend aus
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M, einer Familie von Vektorfeldern {f, €
I(TM)}ycu und einer Parametermenge U. Wir schreiben auch f(z,u) statt fo,(z).

Eine Kurve z : [0,T] — M heifit Integralkurve zur Steurung u(t), wenn sie absolut-
stetig ist und wenn gilt

z(t) = f(z(t),u(t)) f.4. in (0,7T)
Es sei p € M und T > 0, dann definieren wir die Mengen
Reachs(p,T) = {xz(T) € M |Ju € L=((0,T),U) so daB & = f(x,u), (0) = p}.

und

Reachy;(p) = U Reachy(p,T).
>0

Wenn M = G eine Lie-Gruppe ist, so definieren wir noch Reachy, = Reachy(1).

Es seinun G eine Lie-Gruppe, U C L(G) und X = (G, d\;(1)u, U) das linksinvariante
Kontrollsystem, dann sind die folgenden Tatsachen bekannt

e Reachy ist eine Halbgruppe.
e Sei W =R conv(U), und Sy = (G, d\,(1)u, W), so ist Reachs; = Reachs,,, .

e Sei W ein abgeschlossener, konvexer Kegel in L(G), B eine kompakte Ke-
gelbasis und Q = FE(B) die Menge der Extremalpunkte von B. Sei ferner
Yp = (G,d\;(1)u,B) und 3q = (G,dN;(1)u, ), dann gelten die Inklusionen

Reachys,, C (exps(W)) C Reachy, C (exps(W)).
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2. Die symplektische Struktur des Kotangentenbiindels einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann ist 7*M in kanonischer
Weise eine symplektische Mannigfaltigkeit, d.h. es gibt eine geschlossene, nichtausge-
artete, schiefsymmetrische 2-Form  auf T(T*M). Diese wird folgendermafien kon-
struiert:

1. Man konstruiert eine kanonische 1-Form a : T(T*M) — IR: Wir haben die
kanonische Projektion 7psp @ T(T*M) — T*M. Ferner liefert der Funktor
T angewandt auf die kanonische Projektion 7y : T*M — M eine Abbildung
Tan : T(T*M) — TM. Wir bekommen so eine Abbildung von T'(7*M) in das
gefaserte Produkt T*M xp TM, denn fir £ € T(T*M) ist T (mr=m(§)) =
mp (T (€)). Damit setzen wir

a(§) = (mrm(§), Tip (€)) -

2. Wir setzen nun () := da, dann ist €2 automatisch geschlossen und schiefsym-
metrisch. Man kann zeigen, (z.B. durch Wahl eines lokalen Koordinatensystems)
dafl 2 auch nichtausgeartet ist.

Da die 2-Form 2 nichtausgeartet ist, liefert sie einen Isomorphismus

I:T*(T*M) — T(T*M) iiber (X&) = Q(& IN) VE € T(T*M).

3. Das zu einem Kontrollsystem adjungierte System

Jedes Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M 148t sich in
kanonischer Weise zu einem Vektorfeld auf dem Kotangentenbiindel 7*M anheben.
Dazu benutzt man die folgende Konstruktion:

1. Jedes Vektorfeld X € I'(T'M) liefert eine glatte Funktion Ham(X) € C*°(T*M;IR)
durch
Ham(X) = (T"M 30— (n, X(7m (1)) -

2. Jede glatte Funktion H € C*°(T*M;IR) besitzt ein Differential dH, d.h. wir
erhalten einen glatten Schnitt dH € T'(T*(T*M)).

3. Die kanonische symplektische Struktur des Kotangentenbiindels T*M einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit M liefert einen Isomorphismus I : T*(T*M) —
T(T*M). Aus jedem glatten Schnitt dH € T'(T*(T*M)) erhalten wir also einen
glatten Schnitt I dH € T'(T(T*M)), d.h. ein Vektorfeld auf T*M .

Wenn wir also eine Familie {f,}.cu von Vektorfeldern haben, so erhalten wir eine
neue Familie {I dHam(fy,)}uecv von Vektorfeldern auf dem Kotangentenbiindel. Das
zu dem Kontrollsystem ¥ = (M, f,,U) adjungierte System ist dann

% = (T*M, I dHam(f,), U).

4. Das Pontrjaginsche Maximumprinzip

Das Pontrjaginsche Maximumprinzip liefert eine notwendige Bedingung fiir die
Extremalitéit von Trajektorien. Die geometrische Version, die man z.B. in [4] findet,
lautet:
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Theorem 4.1.  FEssei X = (M, f,U) ein Kontrollsystem, p € M, q € OReachx(p).
Ferner seien u : [0,T] — U eine mefibare Steuerung und x : [0,T] — M die dazu
gehorige Trajektorie mit x(0) =p und z(T) =q.

Dann gibt es eine nichttriviale Losung n £ 0 des adjungierten Systems mit folgenden
FEigenschaften:

H(n@);u®) = (), f(x(t),u(t)) = min H(n(t);v)) fd. in (0,T) (1)

H(n(t);u) = 0 (2)

Falls man wie in [3] nur zeitoptimale Steuerungen sucht, so wendet man obiges Theorem
auf das Kontrollsystem (M x IR, (f,1),U) an und erhiilt

Corollary 4.2. Sei ¥ = (M, f,U), pe M, q € OReachx(p,T). Ferner seien u(t)
eine zulissige Steuerung und x(t) : [0,T] — M die dazu gehorende Trajektorie mit
z(0) =p und z(T) =q.

Dann existiert eine nichttriviale Lisung n(t) Z 0 des adjungierten Systems mit fol-
genden Figenschaften:

Hn(t);ut)) = minH(n(t);v) fi. i 0,T) 3)
H(n(t);u(t)) = const. (4)

Die Existenz zeitoptimaler Steuerungen ist z.B. gesichert, wenn ¥ = (G, dA\4(1)u,U)
ist mit einer kompakten, konvexen Menge U .

5. Die symplektische Strukur des Kotangentenbiindels einer Lie-Gruppe

Das Kotangentenbiindel T*G einer Lie-Gruppe G kann trivialisiert und mit
g* x G identifiziert werden mit Hilfe der linksinvarianten 1-Formen. Der Isomorphis-
mus lautet
$:8" xG—=T"G, ¢(w,g) =d\;~1(9)"w.

Nun ist das Kotangentenbiindel einer beliebigen differenzierbaren Mannigfaltigkeit in
kanonischer Weise eine symplektische Mannigfaltigkeit, d.h. es gibt eine nichtausgear-
tete, schiefsymmetrische 2-Form  auf T(T*M). Diese induziert einen Isomorphismus
I:T*(T*M) — T(T*M), mit desen Hilfe man das zu einem Kontrollsystem adjun-
gierte System auf dem Kotangentenbiindel erhlt.

Wir berechnen nun diese 2-Form fiir die obige Trivialisierung sowie den Isomorphis-
mus I. Das Ergebnis ist:

Theorem 5.1.  Es sei G eine Lie-Gruppe und ¥ = (G, dA;(1)u,U) das linksinva-
riante Kontrollsystem, dann lautet das dazu adjungierte System in der Linkstriviali-
sierung:

5= a1 (5)
o = ad(u)*w. (6)

Insbesondere gilt, wenn ~y die Trajektorie zur Steuerung wu ist, fir die Losung des
adjungierten Systems:

w(t) = Ad(y(#))*w(0). (7)

Proof.  Die zweite Behauptung verifiziert man einfach durch Differentiation. Dabei
ist zu beachten, daf fiir die adjungierte Darstellung Ad der Gruppe gilt: dAd(1) = ad.
Sei also u : [0,T] — g eine beschrinkte, meibare Steuerung, 7 sei die dazugehérige
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Trajektorie des linksinvarianten Kontrollsystems und w(s) wie oben. Fiir fest gewéhltes
s € IR setzen wir zunéchst g := 7y(s), dann folgt:

w(s+t)= i

S| @00 Ad( (¢ +5)

t=0

) (Ad(gg—'y(t + 9)))

w(s) = —

d
= w(0)o pn

— w(0)oAd(g) 0 %

(Ad(g(t+9))

= w(s)o(dAd)(1) o dA,-1(g) drg(1)u(s)
=4(s)

= ad(u(s)) w(s).

Der Beweis der ersten Behauptung erfolgt in den folgenden Lemmata und Propositio-
nen. ]

Jedes Vektorfeld X auf einer Mannigfaltigkeit M induziert eine Funktion auf dem
Kotangentenbiindel T*M durch n — (n, X), diese heifit die Hamiltonfunktion und
wird auch mit Ham(X’) bezeichnet. Im Falle der obigen Trivialisierung erhalten wir

Proposition 5.2.  Die Hamiltonfunktion Hy zu Y € g lautet auf g* x G
Hy(w,g) = (w,Y) (3)

und ihr Differential ist
dHY(wavavg):<V7Y>' (9)

Proof.  Die Trivialisierung ist gerade so gewihlt, dafl Gleichung (8) erfiillt ist:
Hy (w,g) = (¢(w, 9),dAg(1)Y) = (w,dA;-1(g)dAg(1)Y) = (w,Y).

Gleichung (9) folgt unmitelbar aus der Tatsache, dal Hy linear in w ist und nicht
von g abhéngt. ]

Lemma 5.3.  Firi=1,2 seien (w,v;, X;,9) €g* xg"xgxG2T(g*) x TG =
T(g* x G). Ferner sei Q die kanonische symplektische Form auf T(g* x G) und {-,-)
bezeichne die Dualitdt auf g* X g, dann gilt

Q((wv Vlelag)a (Wa V27X2ag)) = <V17X2> - <V2,X1> - <wv [XlaX2]>' (10)

Proof.  Der Wert der kanonischen Einsform a : T(T*G) X g* x g* x g X G ist
a(w, v, X, g) = (w, X).

Nun seien X; Vektorfelder auf g* x G mit &X;(w,g) = (w,v;, X;,g), dann gilt nach [1]
fiir die duflere Ableitung da = Q)

da(Xl, XQ) = LXla(XQ) — LXZCY(Xl) — a([Xl,Xg]). (11)

Dabei ist Ly die Lie-Ableitung und «o(X;) =: f; : g* x G = R, fi(w,g9) = (w, X;).
Demnach ist also Lx,f; = (v, X;). Wenn wir die Lie-Algebren-Struktur iiber den
Kommutator der entsprechenden Fliisse definieren, so erhalten wir die Behauptung. m
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Lemma 5.4.  Fiir das linksinvariante Kontrollsystems gilt in der Linkstrivialisie-
rung von T(T*Q)
I(dHy ) (w,g) = (w,ad(Y)*w, Y, g), (12)

Proof. Sei I(dHy) = (w,v*, X*,g),esmul dHy (w,v, X, g) = Q((w,v, X, g), [(dHy))
sein, d.h.
<VaY> = <V7X*> - <V*7X> - <w7 [XvX*D (V(VaX) € g* X g)'

Da die Gleichheit fiir alle (w,v,X,g) gilt, folgt sofort (X = 0 gesetzt): X* =Y.
Weiterhin folgt

<V*aX> = <w’ [X*’XD = <w7 [Y, X]) = (ugad(Y)X},
dh. v* =woad(Y) =ad(Y)*w. ]

6. Eine Anwendung

Eine Anwendung ist der folgende, kontrolltheoretische Beweis fiir die Surjek-
tivitdt der Exponentialfunktion im Falle einer kompakten, zusammenhéingenden Lie-
Gruppe.

Lemma 6.1. Es sei V' ein Vektorraum, B : 'V xV — IR eine symmetrische,
positiv definite Bilinearform und w € V*, dem Dualraum von V. Gesucht sind die
FExtremalstellen von

f(X) = {(w,X) unter der Nebenbedingung B(X,X) = 1.

Dann gilt

1
Xinax = ———=X,, Xmin = —Xmax = —~B(Xo, X0) 2 X, (13)
B(Xw,Xw)

wobei X, dasjenige Element von V bezeichet, fiir das
B(X,,Y) =(w,Y) (YWY €V)
15t.
Proof.  Wir verwenden die Lagrangesche Multiplikatorenregel, d.h. wir suchen Sat-
telpunkte der Lagrangefunktion L : V x IR — IR,
L(X,p)=(w,X)+u(B(X,X)—1)=B(X,,X) + p(B(X,X)—1).

Dazu muf} die Ableitung von L verschwinden, d.h. die partiellen Ableitungen D x L
und D, L miissen verschwinden. Nun ist

(DXL)(X,H) :V—-oR=(Y+— B(X,,Y)+2uB(X,Y) =B(X, +2uX,Y)),
und da B nicht ausgeartet ist, besagt die Forderung Dx L = 0 einfach

1
Xo+2uX =0 & X = —5-X,. (14)
o
Die Bedingung D, L = 0 ist gerade B(X,X) =1, d.h. mit X aus (14) folgt

1 1 1

1=B|—-——X,,——X, | = —B(X., X.,).
24 241 42

Also ist

B(X,,X 1
MQZ ( Z, ) = :U/:i§\/B(Xwan)'

Da B positiv definit ist, so ergibt sich fiir u = +,/” die Maximalstelle und fir p = v
die Minimalstelle. [
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Theorem 6.2.  Es sei G eine Lie-Gruppe und B : g x g — IR eine positiv definite,
Ad(G) -invariante Bilinearform, dann ist die Ezponentialfunktion exps : g — Go
surjektiv.

Proof. Wirsetzen U := {X € g| B(X,X) <1} und betrachten nun das Kontroll-
system ¥ = (G,d\;(1)u,U). Da G = (exp(U)), wissen wir, da} Reachy = G ist.
Ferner wissen wir, dafl wir jeden erreichbaren Punkt auch durch eine zeitoptimale Tra-
jektorie erreichen koénnen. Diese mufl das Pontrjaginsche Maximumprinzip erfiillen.
Wir zeigen nun, dafl die einzigen Trajektorien, die das Maximumprinzip erfiillen, die
Einparametergruppen von G sind, dann folgt die Behauptung.

Wir betrachten also die Hamiltonfunktion Ham(n;u) : T*G x g — IR. Diese ist nach
Proposition 5.2 gegeben durch

Ham(n;u) = Hy(w, g) = (w,u).

Wir haben also die Linearform (u — (w,u)) beziiglich v € U zu minimieren. Nach
Lemma 6.1 ist das minimierende u gegeben durch
1

Umin = ————=X, und H (W; Umin) = —/ B(X,, Xw).
B(X.,X.)

Der Wert der Hamiltonfunktion ist aber nach Korollar 4.2 eine Konstante, d.h.

B(X., X,,) = const = \/B(X,,(0), X,,(0)) =: 7g.

Ferner gilt fiir die Linearform w(t):

(1) = ad(umin(8)) () = ——ad(Xog) w(b).

o
Nun gilt fiir beliebiges Y € g (wegen der Ad(G)-Invarianz von B)
(ad(Xo)"w,Y) = (w, [Xo, Y]) = B(Xy, [Xo, Y]) = B([Xy, Xo],Y) = 0.

Das bedeutet aber w(t) = 0. Also sind w, X,, konstant und damit auch die optima-
le Steuerung wu(t). Folglich sind die einzigen Trajektorien, die das Maximumprinzip
erfiillen, die Einparameteruntergruppen von G. ]

Corollary 6.3. Ist G eine kompakte, zusammenhdingende Lie-Gruppe, so ist die
Ezponentialfunktion expq : L(G) — G surjektiv.

Proof. Da die Gruppe kompakt ist, gibt es eine Ad(G)-invariante, positiv definite
Bilinearform auf L(G) (Weylscher Trick). Also ist Satz 5.1 anwendbar. ]
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