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Uber das 5. Hilbert’sche Problem!
Karl H. Hofmann

Meine Damen und Herren, ich danke dem Mathematischen Institut der
Universitat Erlangen fur die ehrenvolle Einladung, einen Vortrag im zweiten
Otto Haupt-Kolloquium zu halten. Unter den richtungweisenden Problemen, die
HILBERT in Paris 1900 vortrug, ist das fiinfte eines der bekanntesten. Es handelt
von den von SOPHUS LIE eingefuhrten Gruppen; bekannt durfte auch sein, dafl
dieses Problem (oder was man gemeinhin fiir das 5. HILBERTsche Problem halt)
im Jahr 1952 durch Arbeiten von GLEASON und von MONTGOMERY und ZIPPIN
gelost wurde.

Ich freue mich tber die Einladung auch, weil ich mich dem Erlanger In-
stitut durch kollegiale Verkntipfungen verbunden fuhle. Einige von diesen mathe-
matischen Verbindungen und Kooperationen kreisen in oftmals hintergrundiger
Weise immer wieder um Hilbert 5. So hoffe ich einerseits, durch die Wahl des
Themas von allgemein Bekanntem nicht zu weit abseits zu liegen, und bei den
Experten in diesem oder jenem Punkt auch fachliches Interesse anzusprechen.
Und ein Letztes. Am 15. Maéarz 1992 verstarb DEANE MONTGOMERY, dessen
Name auf immer mit Hilbert 5 verbunden bleibt [3], [15]. Ich habe das Gliick
gehabt, ihn seit der Mitte der sechziger Jahre zu kennen und durch ihn ein Jahr
am Institute for Advanced Study verbringen zu dirfen. Das Thema ist so auch
ein Anlaf}, zweier grofler Mathematiker zu gedenken, die Geometrie und Analysis
aufs Profundeste zu verbinden wufiten: OTTO HAUPT und DEANE MONTGO-
MERY.

Im Jahre 1826 erscheint im ersten Band des CRELLEschen Journals eine
Arbeit von NIELS HENRIK ABEL unter dem Titel ,, Untersuchung der Funktionen
zweier unabhdngig verdnderlicher Gréofen x und y, wie f(x,y), welche die
FEigenschaft haben, dafi f(z, f(x,y)) eine symmetrische Funktion von z, x und
y ust “. Er beweist den folgenden Satz: Hat eine Funktion die im Titel genannte
FEigenschaft, so gibt es eine Funktion ¢ derart, dafi o f(x,y) = () +¥(y) gilt.

Nehmen wir einmal § = ]4,00[; diese Menge ist zu R homoémorph.
Schreiben wir a Ab = min{a, b} und definieren wir f: S xS — S durch f(z,y) =
((:L'/\G)—I—y) A12. Dannist zA6 >4 und f(x,y) > 8 fur alle #, y und z aus S,
und daher immer f(z, f(x,y)) = 12. Also ist f eine der abelschen Funktionen.
Jedoch ist f(5,7) = (5+T)A12 =12, aber f(7,5) =(6+5)A12=11+# f(5,7).
Also st f ist sicher nicht kommutativ und kann daher nicht seine Schluflfolgerung
erfullen. An mangelnder Stetigkeit kann es nicht liegen, denn unser f ist stetig.

Nun schliefit ABEL aus der Gleichung f(z,f(:z;,y)) = f(z,f(y,:z;)) die
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Beziehung f(x,y) = f(y,x), was—wie wir eben sahen—unzuléssig ist. Aber
akzeptieren wir einmal die Kommutativitat von f als weitere Voraussetzung.
Dann sind doch die von ABEL angesprochenen Funktionen f:R x R — R in
unserer heutigen Sprechweise genau die kommutativen Halbgruppenmultiplika-
tionen, und der ABELsche Satz wurde, in dieser Sprechweise ausgedriickt, fol-
gendermaflen lauten (wenn wir einmal die Funktion ¢ als umkehrbar annehmen,
was ABEL in seinem Beweis in der Tat auch voraussetzt, und wenn wir ferner
wenigstens die Stetigkeit der Halbgruppenoperation f annehmen):

Satz von Abel. (Vorlaufige Fassung)  Eine topologische abelsche Halbgruppe
auf R st isomorph zu der Gruppe (R,4) oder einer ihrer offenen zusam-
menhangenden Unterhalbgruppen.

In der Tat sind ja die zu R homoomorphen Teilraume von R gerade
die offenen nichtleeren Intervalle. Also kommen aufler R selbst die Intervalle
(Ja, o[, +), 0 < @ und deren Reflektionen am Ursprung in Frage.

Aber gemach: Die Operationen f:R xR — R, die durch f(z,y) =z Ay,
oder durch f(x,y) = @ Vy = max{z,y}, oder durch f(RxR)= {r}, r € R
definiert werden, sind kommutative topologische Halbgruppenmultiplikationen,
und keine davon ist isomorph zu der von ABEL genannten.

Vielleicht sollte f: R xR — R differenzierbar sein? Denn in der Tat wird
in ABEL’s Beweis ungestort differenziert. Dann aber betrachten wir f:R x R —
R, f(z,y) = xy, eine sogar analytische Halbgruppenmultiplikation, die sich
nicht den von ABEL genannten unterordnet, denn sie besitzt zwel idempotente
Elemente, die im ABELschen Satz angesprochenen jedoch hochstens eines. Dieses
Beipiel wird sogar von ABEL selbst angefuhrt: Er sagt, die Funktionalgleichung
Y(xy) = Y(x) + ¥ (y) werde von (z) = alog z gelost.

Hier erkennt man auch eine der Grundschwierigkeiten bei den frihen
Arbeiten zu diesem Gebiet: Fraglich ist namlich der Begriff der Funktion selbst.
Es ist da viel von willkurlichen Funktionen die Rede. Definitionsbereich und
Wertevorrat werden nicht angegeben. Darauf konnte vielleicht im Cours d” Ana-
lyse von CAUCHY noch verzichtet werden. Aber die Frage nach Definitionsbereich
und Wertevorrat ist von grundlegender Bedeutung, wenn man ,,willkirliche“ oder
»gesuchte® Funktionen in sich selbst einsetzt. Dieses Problem der prazisen Defi-
nition einer Funktion war noch immer, 60 Jahre spater, ein Handicap bei SOPHUS
Liks ,,Transformationsgruppen *

/ —_— . .
o = fi(z1, . xpian, . am)
und den geforderten Hintereinanderausfihrungen

fj<f1(:1;1,...,:1;n;a1,...,am),...,
fn(:zjl,...,xn;al,...,am);bl,...,bm> =

filzr, .o xnser, o, Cm).

Wir kennen heute im groflen und ganzen die topologischen Halbgrup-
penstrukturen auf R: Es gibt sie in grofer Vielfalt. (Vgl. [10], p. 206 fI.) Die

meisten sind nicht ktirzbar.
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Auch ABEL hatte schon in dem allerersten Schluf} seiner Beweisfithrung
vorausgesetzt, dal f(x,a) = f(x,b) allemal a = b nach sich ziehe. Heute sagen
wir, die Halbgruppenverkniipfung soll kirzbar sein. Wir konnen daher einmal den
von ABEL in Crelle 1 im Jahr 1826 formulierten Satz nocheinaml etwas scharfer
formulieren:

Satz von Abel. Eine kurzbare topologische abelsche Halbgruppe auf R st
isomorph zu der Gruppe (R,+) oder einer ihrer offenen zusammenhdngenden
Unterhalbgruppen.

Dies veranlafit uns, das durch ABEL angeschnittene Problem in groflerer
Allgemeinheit wie folgt auszusprechen:

Das Abelsche Problem. Bestimme alle (rechts und links) kiirzbaren topologi-
schen Halbgruppenstrukturen auf einer zusammenhangenden topologischen Man-
nigfaltigket.

Die ABELschen U'berlegungen haben wohl einen uns nicht mehr bewuflten
Einflufl ausgetibt, der bis heute anhalt. Genau zur Jahrhundertwende entstand
folgendes Postulat:

Hilbert 5, Teil 2. Uberhaupt werden wir auf das weite und
nicht uninteressante Feld der Funktionalgleichungen gefiihrt, die
bisher meist nur unter Voraussetzung der Differenzierbarkeit der
auftretenden Funktionen untersucht worden sind. Insbesondere
die von ABEL mit so vielem Scharfsinn behandelten Funktional-
gleichungen ... weisen an sich nicht auf, was zur Forderung der
Differenzierbarkeit der auftretenden Funktionen zwingt ... In
allen Fallen erhebt sich daher die Frage, inwieweit etwa die Aus-
sagen, die wir im Falle der Annahme differenzierbarer Funktio-
nen machen konnen, unter geeigneten Modifikationen ohne diese
Voraussetzung gultig sind.

Diese Worte sprach kein Geringerer als DAVID HILBERT aus dem Anlaf} des Inter-
nationalen Mathematikerkongresses in Paris im Jahr 1900, wo er seine bertihmt
gewordenen 23 Probleme vortrug. Dieser Vortrag war einerseits eine Standort-
bestimmung der zeitgenossischen Mathematik, also der Leistungen des 19. Jahr-
hunderts, und gleichzeitig die Proklamation eines Programms fur die Mathematik
des 20. Jahrhunderts in vielen Facetten. Den Einflufl dieser Rede fur die Ent-
wicklung der Mathematik im 20. Jahrhundert kann man gar nicht iberschatzen.
Das Zitat uber die abelschen Funktionalgleichungen gehort zu dem bertithmten
5. Hilbertschen Problem, aber dieser hier im Auszug zitierte Teil ist sehr viel
weniger bekannt als der erste Teil.

Hilbert 5, Teil 1. LIE hat bekanntlich mit Hinzuziehung des
Begriffs der kontinuierlichen Transformationsgruppe ein System
von Axiomen fur die Geometrie aufgestellt und auf Grund seiner
Theorie der Transformationsgruppen bewiesen, daf3 dieses Sy-
stem von Axiomen zum Aufbau der Geometrie hinreicht. Da LIE
jedoch bei Begrundung seiner Theorie stets annimmt, dafl die die
Gruppe definierenden Funktionen differenziert werden konnen,
so bleibt in den LiEschen Entwicklungen unerortert, ob die An-
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nahme der Differenzierbarkeit bei der Frage nach den Axiomen
der Geometrie tatsachlich unvermeidlich ist oder nicht vielmehr
als eine Folge des Gruppenbegriffes und der iibrigen geometri-
schen Axiome erscheint. Diese U'berlegungen ... legen uns die
allgemeine Frage nahe inwiewest der LiEsche Begriff der kontinu-
terlichen Transformationsgruppe auch ohne Annahme der Diffe-
renzierbarkeit der Funktionen unserer Untersuchung zuganglich
15t.

Eine [reelle] LiEgruppe ist in heutiger Sprechweise eine Gruppe auf einer
[reell] analytischen Mannigfaltigkeit, deren Gruppenoperationen [reell] analytisch
sind. Die Klassifikation der LiEschen Gruppen war zur Zeit der Proklamation
der HILBERTschen Probleme schon auf dem besten Wege. LIE selbst, aber auch
ENGEL und KILLING hatten erkannt, dafl es sich vornehmlich um ein Problem
der linearen Algebra handelte. Eine globale Erfassung der Gruppen wurde durch
POINCARE, ELIE CARTAN und HERMANN WEYL erledigt.

Der erste Teil des HILBERTschen Problems ist ein Problem tuber Trans-
formationsgruppen. Spezialisiert man es auf die Wirkung einer Gruppe auf sich
durch Translation, dann kann man es als Frage auch so formulieren: Ist jede to-
pologische Gruppe auf einer topologischen Mannigfaltigkeit eine LiEgruppe? Im
Hinblick auf die (spatere) Klassifizierbarkeit der zusammenhéngenden Liegrup-
pen ist es uns erlaubt, HILBERT’s kiuhnen Zugriff auf die Problematik so zu
formulieren:

Das 5. Hilbertsche Problem fiur Gruppen, allgemeine Fassung. Be-
stimme alle topologischen Gruppenstrukturen auf einer zusammenhangenden to-
pologischen Mannigfaltigket.

In dieser Formulierung ist unsere Version des ABELschen Problems sogar
weiter gefafit als diese.

HILBERT’s weiterfihrende Formulierung geben den Schlissel zu beiden
Problemen:

Das 5. Hilbertsche Problem. Untersuche die Umstande, unter denen die
Losung von Funktionalgleichungen auf topologischen Mannigfaltigkeiten automa-
tisch differenzierbar oder gar analytisch sein mussen.

Ich glaube, dal zum Zeitpunkt der Formulierung von HILBERTs Proble-
men der Unterschied zwischen einer topologischen und einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit hinreichend prazise verstanden war. Die WEIERSTRASSschen
Funktionen waren bekannt. Dafl die KocHsche Schneeflockenkurve der Einheits-
kreislinie topologisch aquivalent war wufite man seit 1906, und man konnte sich
allein schon durch die geometrische Anschauung davon tberzeugen, dafl sie von
der Ebene, in der sie lebt, keine differenzierbare Struktur erben konnte. Was man
allerdings nur andeutungsweise ansprechen konnte, waren topologische Gruppen
auf zusammenhangenden, aber nicht euklidischen topologischen Raumen. Man
findet solche Andeutungen in der Formulierung von HILBERTs 5. Problem. Nach-
dem er den LiEschen Formalismus und seine Problemstellung erortert, sagt er im

Anschluf

Hilbert 5: ,unendliche® Gruppen. Auch fiir unendliche Gruppen ist, wie
ich glaube, die Untersuchung der entsprechenden Frage von Interesse.
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Dunkel bleibt was ,unendlich® heiflen soll. Es handelt sich zunachst
informell nattrlich nicht um die Machtigkeit der Elemente der Gruppe, sondern
um die Anzahl der ,Parameter, mit denen die Gruppe beschrieben werden kann
(also in der vorher wiedergegebenen LiEschen Formulierung um die ay, ..., a, ).
Wir wiirden eher von unendlich dimensionalen Gruppen sprechen. Aber dies
offnet naturlich ein bis zum heutigen Tage untiibersehbares Feld, wenn man
sich einmal vergegenwartigt, dafl z.B. die additiven Gruppen aller topologischen
Vektorraume darunterfallen. Immerhin konnten wir aus heutiger Sicht einmal
wenigstens die lokal kompakten Raume ohne Dimensionsbeschrankung ins Auge
fassen und ein Problem formulieren, fur das der Zeitpunkt um 1900 noch zu
fruh war, aber das in gewissem Sinne schon implizit in HILBERTs Formulierung
enthalten ist:

Hilbert 5: ,unendliche“ Gruppen, moderne Interpretation. Bestimme
alle topologischen Gruppenstrukturen auf einem zusammenhangenden lokal kom-
pakten topologischen Raum.

In dieser Form ist das Problem dem 1. Teil des 5. Hilbertschen Problems
ubergeordnet. Es ist bei dieser Formulierung tiberhaupt nicht mehr zu erken-
nen, was das Problem tuberhaupt mit der Einfihrung analytischer Parameter
zu tun haben soll und es ist eigentlich hochst verwunderlich, daf§ dies, wie sich
heraussstellte, tatsachlich der Fall war.

An die frithen Arbeiten kntipfen sich die verschiedensten innermathe-
matischen Kulturen. Selbstverstandlich hat der erste Teil des 5. HILBERTschen
Problems die Entwicklung der topologischen Gruppen, ihre Darstellungstheo-
rie und und die Transformationsgruppentheorie jenseits der klassischen Grup-
pen eigentlich erst ins Leben gerufen, jedenfalls aber nachhaltig angetrieben.
Die Arbeiten ABELs uber Funktionalgleichungen werden reklamiert als Ursprung
der allgemeinen Theorie der Funktionalgleichungen als deren heutiger Altmeister
JANOS ACZEL zu gelten hat. Von ihm gibt es in der Tat auch einen lesenswerten
Ubersichtsartikel [2] der allerdings gerade im Hinblick auf das oben formulierte
ABELsche Problem nicht den letzten Stand reprasentiert.

Wir haben uns nun einen gewissen Uberblick {iber die Problemlage am
Ende des 19. Jahrhunderts erfaft, die von HILBERT im funften seiner Probleme vi-
siondr dargestellt wurde. Wir wenden uns nun einer (sicher nicht erschépfenden)
Beschreibung des gegenwartigen Kenntnisstandes zu.

In der ersten Jahrhunderthalfte wurde durch HERMANN WEYL, JOHN
VON NEUMANN die Theorie der kompakten Gruppen in den Grundzigen ab-
geschlossen. Wesentliches Hilfsmittel war hier die Existenz eines invarianten
Wahrscheinlichkeitsmafles auf einer kompakten Gruppe, und die wesentlichen
Struktureinsichten kamen aus der Darstellungstheorie (oder harmonischen Ana-
lyse, wie man dafiir im Bereich der topologischen Gruppen auch sagt). Der Um-
stand, dafl man gentigende viele irreduzible unitare Darstellungen hatte, reichte,
da diese alle endlich-dimensional sein mussen, um fur eine kompakte Gruppe zu
schlielen:

1. Es gibt beliebig kleine kompakte Normalteiler N wvon G derart, dafy G/N
eine Lie-Gruppe ist.
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D.h. man kann jede kompakte Gruppe G ,durch Lie-Gruppen appro-
ximieren“. Naturlich kann man diesen Sachverhalt auch mit einer geeigneten
Hintergrundstheorie ausdriicken und sagen jede Gruppe sei ein (strenger) pro-
jektiver Limes von Lie-Gruppen. Fir unsere Zwecke reicht diese Formulierung
allemal aus. Man konnte nun vielleicht meinen, das 5. HILBERTsche Problem sei
damit fur kompakte Gruppen erledigt. Eine nahere Inspektion zeigt aber aber,
das dies so noch nicht der Fall ist. Wenn man aber mit Hilfe der Strukturtheorie
kompakter Lie-Gruppen in die Sache weiter eindringt, bekommt man die folgende
erheblich Verscharfung des Satzes 1 fur kompakte G:

2. Zu jeder noch so kleinen offene Umgebung V des Neutralelements gibt es
einen kompakten Normalteiler N und eine lokale Lie-Gruppe U in G, die mit N
elementweise vertauschbar ist derart, dafi die Abbildung (n,u) — nu: N x U —
NU CV ein Homomorphismus auf eine in 'V enthaltene Einsumgebung ist.>

Der Satz 2 erlaubt sogleich eine Umformulierung, deren Methodik dem
Bereich der Lie-Gruppentheorie zuzurechnen ist:

3. Zu jeder noch so kleinen offene Umgebung V des Neutralelements gibt es
einen kompakten Normalteidler N C V| eine zusammenhangende Lie-Gruppe L
und einen injektiven stetsgen Homomorphismus f: L — G derart, daf die Funk-
tion (n,x) = nf(x): N x L — G ein stetiger offener Gruppenhomomorphismus
mat diskretem Kern ist.

Insbesondere sind G und N x L lokal isomorph.

Mit diesem Satz 3 ist das HILBERTsche Problem in der Tat rasch zu
erledigen: Da eine topologische Gruppe, die zu einer LiEgruppe lokal isomorph
ist selbst eine Lie grupp ist, durfen wir nach Satz 3 annehmen, G sei von der Form
N x L mit einer LiEgruppe L und einer kompakten Gruppe N die (wenn man
sie mit N x {1} identifiziert) in einer kompakten euklidischen Kugelumgebung
E des Neutralelements von N x L enthalten ist. Sei : N — E — N x L die
natirliche Einbettung und p: N x L — N die Projektion. Dann ist pi: N — N
die identische Abbildung. Da diese in der Foom N — E — N x L — N
faktorisiert, und die Kugel E kontrahierbar ist, ist die identische Selbstabbildung
von N kontrahierbar. Also ist N kontrahierbar. Die einzige kompakte und
zusammenziehbare Gruppe ist die einelementige. Also ist G = L und damit
eine LiEgruppe. Damit ist das 5. HILBERTsche Problem fiir kompakte Gruppen
positiv beantwortet.

Eine zweite Klasse von Gruppen in denen das HILBERTsche Problem
in den dreiffiger Jahren gelost war, ist die der abelschen Gruppen. Die Dua-
litatstheorie von PONTRYAGIN und VAN KAMPEN liefert das folgende Struktur-
theorem:

4. FEwne lokal kompakte zusammenhdangende abelsche Gruppe ist 1somorph zu
K x R™ mit einer kompakten Gruppe K.

Dadurch war das Problem der lokal euklidischen Gruppen hier auf die
kompakten Gruppen zurickgeftihrt, fur die die HILBERTsche Frage positiv ent-
schieden war. Die kompakten abelschen Lie-Gruppen unter allen abelschen Lie-
Gruppen sind genau diejenigen, deren Charaktergruppen endlich erzeugt sind.

2 U heifit lokale Lie-Gruppe in G, wenn eine Lie-Gruppe L, eine Einsumgebung U’'CL

und ein Homomorphismus ¢:U’' —U existiert, der f(xy)=f(z)f(y) fur alle x,y, xyeU’ erfullt.
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Dies war die Situation vor dem zweiten Weltkrieg. Selbst bei niedrig
dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten war nichts bekannt. Unter Ken-
nern hiefl es, dafl MONTGOMERY viel Miihe auf die Dimensionen 2 und 3 verwandt
haben soll und diese Spezialfalle auch schliefflich erledigte. Man wufite nicht ein-
mal, ob eine lokal kompakte zusammenhangende Gruppe einen topologischen Bo-
gen enthalten muflte. Dafl man dies fur gewisse lokalkompakte Gruppen beweisen
konnte, erkannte A.M.GLEASON. Als MONTGOMERY davon horte, erkannte er
die Bedeutung fir die Losung des Problems. Seine mit LEO ZIPPIN gemeinsam
verfalite Arbeit ging bei den Annals of Mathematics am 28. Marz 1952, GLEA-
SONs Arbeit am 13. Juni 1952 ein. G.D.MosTOW hat neulich in einem Vortrag
[15] daraus aufmerksam gemacht, dal GLEASONs ,bemerkenswerte Idee* auf der
Konstruktion einer Halbgruppe von kompakten Teilmengen beruhte. GLEASON
selbst hat zu verstehen gegeben, dafl ihm diese Idee kam, als er EINAR HILLES
Buch “Semi-groups of Operators on Hilbert space” las. MOSTOW nannte dies
Zusammentreffen “a wonderful instance of unpredictable pregnancies in mathe-
matics”. Damit war HILBERTs 5. Problem, insoweit es lokal euklidische Gruppen
betraf, im Jahr 1952 positiv entschieden. Der Beweis wurde von MONTGOMERY
und ZIPPIN in einem zu einem Klassiker gewordenen und 1955 erschienen Lehr-
buch dargestellt. Die grofle technische Komplikation des Beweises konnte bis
heute nicht wesentlich verbessert werden, obgleich ab und zu Versuche unter-
nommen werden.

Der groflere Rahmen des HILBERTschen Problems tiber die Struktur der
zusammenhangenden lokal kompakten Gruppen ist damit nicht abgeschlossen.
Diese Frage wurde von dem frith verstorbenen HIDEHIKO YAMABE erledigt, der
den Satz 1 fiir lokalkompakte (fast) zusammenhéngende lokalkompakte Gruppen
bewies. (Eine topologische Gruppe G wird fast zusammenhingend genannt,
wenn G/Go kompakt ist.)

Diese Information kam gerade recht, um die Struktur lokalkompakter zu-
sammenhangender Gruppen weitgehend zu erhellen. Denn schon im Jahre 1949
war in den Annals of Mathematics eine ganz bedeutende Arbeit von ITWASAWA
erschienen, in der grundlegende Eigenschaften derjenigen lokal kompakten Grup-
pen aufgedeckt wurden, die sich durch zusammenhéangende Lie-Gruppen appro-
ximieren liefen. So wurde etwa der Satz 2 fur diese Gruppen gezeigt. Damit
stehen die Satze 2 und 3 fur fast zusammenhangende lokal kompakte Gruppen
zur Verfigung. In dieser Arbeit wurde auch der folgende bedeutende Satz be-
wiesen, den man nach YAMABE’s Resultat folgendermaflen aussprechen kann.

5. In ewner lokal kompakten fast zusammenhangenden Gruppe G st jede kom-
pakte Untergruppe in einer mazimalen kompakte Untergruppe I enthalten (zu
der alle anderen mazimalen kompakten Untergruppen konjugiert sind), und es
gibt Ewnparametergruppen fi,... fn: R — G derart, daf$ die Abbildung

(k,(:z;l,...,xn)> = Efi(ar) - flan): K xR" = G

ein Homomorphismus ist.

Insbesondere ist G zu K x R™ homomorph.

Die Bedeutung des IWASAWAschen Satzes beruht darin, dafl jedenfalls
alle topologischen Strukturmerkmale einer lokalkompakten zusammenhangenden
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Gruppe bekannt sind, da man die Struktur der kompakten zusammenhéngenden
Gruppen seit langem sehr gut kennt.

Es war vor allem die auf die Struktur der lokalkompakten Gruppen ge-
richtete und bei der Erledigung des HILBERTschen Problems herauskommende
Information, die in der Folgezeit in der Gruppentheorie fruchtbar wurde. Seit den
60er Jahren wurde mit diesen Informationen viel iiber die Struktur lokal kom-
pakter Gruppen erforscht. Schon HILBERT hatte im Zusammenhang mit dem
Problem der Lie-Gruppen von den Grundlagen der Geometrie gesprochen. Die
Strukturtheorie der lokalkompakten Gruppen und ihrer Transfomationsgruppen-
theorie spielen eine zentralle Rolle in der gegenwartigen Theorie der Grundlagen
der Geometrie, in denen sich ein gewisser Abschlufl abzuzeichnen beginnt; jeden-
falls ist das Stadium erreicht, in dem zusammenfassende Monographien entste-

hen, in die die Strukturtheorie lokal kompakter Gruppen wesentlich einzugehen
scheint [7].

Wie steht es indessen mit dem ABELschen Problem, das dem HIL-
BERTschen tibergeordnet war?

Im Zuge der Arbeiten am 5. HILBERTschen Problem erschien im Jahr
1957 in den Annals of Mathematics eine Arbeit von R. JACOBY on “Some theo-
rems on the structure of locally compact local groups”.[13] Unter anderem wurde
darin gezeigt, dafl eine lokal euklidische lokale topologischen Gruppe eine lokale
Lie-Gruppe ist. Dieses nicht leicht zu zeigende Ergebnis geriet etwas in Verges-
senheit, bis in der Mitte der siebziger Jahre unter der Aufsicht von DENNISON
R. BROWN an der University of Houston eine Dissertation von R.S.HOUSTON
verfaf3t wurde, die sich der ktirzbare topologische Halbgruppen auf Mannigfaltig-
keten annahm und durch geeignete aus der Halbgruppentheorie bekannte Tech-
niken, die letztlich mit der sogenannten Ore-Bedingung zu tun haben, und mit
Hilfe des JACcOBYschen Resultates fur jede solche Halbgruppe eine Lie-Gruppe
konstruierte, in die sich Quotienten von Elementen aus der Halbgruppe lokal ein-
betten lieflen. Eine systematische Klarung des Sachverhaltes gelang WOLFGANG
WEISS und mir 1988. Wir zeigten mit Hilfe der Ergebnisse von BROWN und
HoUSTON und einigen neuen Ideen den folgenden Satz:

6. (Hofmann und Weiss) Es sei S eine kiirzbare topologische Halbgruppe auf
einer topologischen Mannigfaltigkeit. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Auf S ewistiert eine eindeutige analytische Struktur, beziglich welcher
die Multiplikation S x S — S analytisch ist.
(2) FEs gibt eine kanonisch bestimmte einfach zusammenhdngende Lie-Gruppe
é(S) und eine analytische kurzbare Halbgruppe S mit einem analyti-

schen Uberlagerungshomomorphzsmus p: S = S und einem analytischen
Homomorphismus f:5 — G(S), welcher wn allen Punkten ein lokaler
Isomorphismus analytischer Mannigfaltigkeiten ist.

(3) Es gibtin 6’(5) eine zentrale abzahlbare Untergruppe Gg, die zur Gruppe
der Decktransformationen der Uberlagerung p: S S algebraisch 1so-
morph ist. Setzt man G(S) = G(S)/Gs, so ist in dem kommutativen
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Diagramm s
S — G(5)

ol [ auor

S — % G(9)

die Abbildung S — G(S) der universelle Homomorphismus in eine topologischen
Gruppe.

Es ist immer noch ein offenes Problem, ob Gs immer abgeschlossen (und
dann wegen der abzdhlbaren Kardinalitat diskret) sein mufl. Dies ist von Inter-
esse, weil namlich dann und nur dann G(S) eine Lie-Gruppe ist. Aber abgesehen
davon ist damit zunachst einmal das ABELsche Problem jedenfalls insoweit po-
sitiv entschieden, also die angesprochenen Halbgruppen immer analytisch sind
und mit einer Lie-Gruppe eng verbunden sind.

Nach dem vorigen Satz steht allemal soviel fest: ABEL hatte recht: Der
Satz von ABEL trifft zu, wenn man die Forderung der Kurzbarkeit, die er implizit
annimmt, explizit macht.

Die allgemeine Situation, die in dem Satz von HOFMANN und WEISS
angesprochen wird, ist in mancherlei Hinsicht interessant. Wir illustrieren sie
mit einem Beispiel.

Wir betrachten die Lie-Algebren g = sl(2,R) C s1(2,C) = gc. In der

Algebra g setzen wir

oo (8 (8 ) (S )= (),

Die Determinante

T y+t

def
L(l’,y,t) - det[:z;,y,t] - ‘y—t —

— 2y g2

ist eine unter inneren Automorphismen invariante Lorentzform auf g. Die Menge
W =A{lz,y,1] : L(z,y,2z) 20, =0}

ist ein unter inneren Automorphismen invarianter Lorentzkegel in g. In der
6-dimensionalen reellen Lie-Algebra gc ist g & W ein unter allen von g er-
zeugten inneren Automorphismen invarianter Keil. Wir betrachten die Gruppen
G = S1(2,R) C SI(2,C) = G¢ der Dimensionen 3 bzw. 6. Zu der beschriebenen
Situation gibt es einen Satz, von dem wir heute weitreichende Verallgemeinerun-
gen kennen, der aber schon in dem vorliegenden Spezialfall nicht trivial ist:

Satz. (G.I.OUshanskii) Die Teilmenge H = Gexp(i-W) ist eine abgeschlos-
sene Unterhalbgruppe mit einem nichtleeren Inneren S (welches SH =HS C S
erfullt).

Die Abbildung (g,X) — gexp(i-X) : G x W — S ist ein Diffeomorphis-
mus welcher auf G x interior(W) einen Isomorphismus analytischer Mannigfal-
tigkeiten auf S induziert. |
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Die Gruppe SI(2,C) wirkt auf der Riemannschen Zahlenkugel S? =
CU {oc} durch die Festsetzung:

a b az+b
gy = —
c d cz +d
Sei N die nordliche Hemisphire von S*. Wir schreiben A C B fiir (A C B)
und (A # B). Dann ist

H={geSl(2,C):g-NC N}, und S={ge€Sl2,C):g-NCIntN}.

Die Gruppe G = SI(2,R) ist homoémorph zu R? x S' und hat die Funda-
mentalgruppe Z. Der Lorentzkegel W ist homomorph zu einem abgeschlos-
senen Halbraum R* x R*, R™ = [0,00[. Nach dem Satz ist S homomorph zu
S'x R*x RT und S zu S' x R®. Es gibt also ein einfach zusammenhéngendes
Uberlagerungsmonmd H von H das zu R5 x Rt homomorph ist. Das Innere
T von H ist die einfach zusammenhingende Uberlagerungshalbgruppe von S,
welche kiirzbar und zu R® homoémorph ist. Die Gruppe S1(2,C) ist homomorph
zu SU(2) x R?® ~ S? x R® und ist daher einfach zusammenhéngend. Auf T ist der
Satz 6 anwendbar. Die kanonisch zugeordnete einfach zusammenhangende Lie-
Gruppe G(S) ist S1(2,C) und die in Satz 6(3) genannte Uberlagerung p: T — T
ist die identische Abbildung von T'. Wir haben in der Tat einen Homomorphis-
mus T =T — 5 — Sl(2,C), welcher ein lokaler Homdéomorphismus und sogar
eine U'berlagerung auf das Bild S ist. Man kann nun zeigen [8], daf} keine der
Halbgruppe H und T auch nur algebraisch in irgendeine Gruppe eingebettet
werden kann, geschweige den analytisch in eine Lie-Gruppe.

Halbgruppen der Art Gexp(iW) treten auf, wenn man sich die Frage
stellt, ob sich unitare Darstellungen—wie in unserem Falle die von G , der univer-
sellen U'berlagerung von S1(2, R)—, holomorph fortsetzen lassen“. Diese Frage ist
fiir die Darstellungstheorie von grofier Bedeutung [17]. Das ABEL-HILBERTsche
Problem hat uns zu analytischen Halbgruppen gefuhrt, die zeigen, dafl die kon-
sequente Fortfihrung des im 5. HILBERTschen Problem formulierten Programms
in seiner allgemeinen und konsequenten Durchfihrung den Rahmen der Grup-
pentheorie sprengt und Auswirkungen auf die aktuelle Forschung im Bereich der
Darstellungstheorie der Gruppen hat [9, 17].
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