
Seminar Sophus Lie Version of July 15, 19953 (1993) 257{267�Uber das 5. Hilbert'sche Problem1Karl H. HofmannMeine Damen und Herren, ich danke dem Mathematischen Institut derUniversit�at Erlangen f�ur die ehrenvolle Einladung, einen Vortrag im zweitenOtto Haupt-Kolloquium zu halten. Unter den richtungweisenden Problemen, dieHilbert in Paris 1900 vortrug, ist das f�unfte eines der bekanntesten. Es handeltvon den von Sophus Lie eingef�uhrten Gruppen; bekannt d�urfte auch sein, da�dieses Problem (oder was man gemeinhin f�ur das 5. Hilbertsche Problem h�alt)im Jahr 1952 durch Arbeiten von Gleason und vonMontgomery und Zippingel�ost wurde.Ich freue mich �uber die Einladung auch, weil ich mich dem Erlanger In-stitut durch kollegiale Verkn�upfungen verbunden f�uhle. Einige von diesen mathe-matischen Verbindungen und Kooperationen kreisen in oftmals hintergr�undigerWeise immer wieder um Hilbert 5. So ho�e ich einerseits, durch die Wahl desThemas von allgemein Bekanntem nicht zu weit abseits zu liegen, und bei denExperten in diesem oder jenem Punkt auch fachliches Interesse anzusprechen.Und ein Letztes. Am 15. M�arz 1992 verstarb Deane Montgomery, dessenName auf immer mit Hilbert 5 verbunden bleibt [3], [15]. Ich habe das Gl�uckgehabt, ihn seit der Mitte der sechziger Jahre zu kennen und durch ihn ein Jahram Institute for Advanced Study verbringen zu d�urfen. Das Thema ist so auchein Anla�, zweier gro�er Mathematiker zu gedenken, die Geometrie und Analysisaufs Profundeste zu verbinden wu�ten: Otto Haupt und Deane Montgo-mery. Im Jahre 1826 erscheint im ersten Band des Crelleschen Journals eineArbeit von Niels Henrik Abel unter dem Titel ,,Untersuchung der Funktionenzweier unabh�angig ver�anderlicher Gr�o�en x und y , wie f(x; y) , welche dieEigenschaft haben, da� f(z; f(x; y)) eine symmetrische Funktion von z , x undy ist \. Er beweist den folgenden Satz: Hat eine Funktion die im Titel genannteEigenschaft, so gibt es eine Funktion  derart, da�  f(x; y) =  (x) + (y) gilt.Nehmen wir einmal S = ]4;1[ ; diese Menge ist zu R hom�omorph.Schreiben wir a^b = minfa; bg und de�nieren wir f :S�S! S durch f(x; y) =�(x^6)+y�^12. Dann ist z^6 > 4 und f(x; y) > 8 f�ur alle x , y und z aus S ,und daher immer f(z; f(x; y)) = 12. Also ist f eine der abelschen Funktionen.Jedoch ist f(5; 7) = (5+7)^ 12 = 12, aber f(7; 5) = (6+5)^ 12 = 11 6= f(5; 7).Also ist f ist sicher nicht kommutativ und kann daher nicht seine Schlu�folgerungerf�ullen. An mangelnder Stetigkeit kann es nicht liegen, denn unser f ist stetig.Nun schlie�t Abel aus der Gleichung f�z; f(x; y)� = f�z; f(y; x)� die1 Vortrag gehalten im 2. Otto Haupt-Kolloquium in Erlangen am 6. Juli 1993



258 HofmannBeziehung f(x; y) = f(y; x) , was|wie wir eben sahen|unzul�assig ist. Aberakzeptieren wir einmal die Kommutativit�at von f als weitere Voraussetzung.Dann sind doch die von Abel angesprochenen Funktionen f :R � R ! R inunserer heutigen Sprechweise genau die kommutativen Halbgruppenmultiplika-tionen, und der Abelsche Satz w�urde, in dieser Sprechweise ausgedr�uckt, fol-genderma�en lauten (wenn wir einmal die Funktion  als umkehrbar annehmen,was Abel in seinem Beweis in der Tat auch voraussetzt, und wenn wir fernerwenigstens die Stetigkeit der Halbgruppenoperation f annehmen):Satz von Abel. (Vorl�au�ge Fassung) Eine topologische abelsche Halbgruppeauf R ist isomorph zu der Gruppe (R;+) oder einer ihrer o�enen zusam-menh�angenden Unterhalbgruppen.In der Tat sind ja die zu R hom�oomorphen Teilr�aume von R geradedie o�enen nichtleeren Intervalle. Also kommen au�er R selbst die Intervalle(]a;1[; +), 0 � a und deren Re
ektionen am Ursprung in Frage.Aber gemach: Die Operationen f :R�R! R , die durch f(x; y) = x^y ,oder durch f(x; y) = x _ y = maxfx; yg , oder durch f(R� R) = frg , r 2 Rde�niert werden, sind kommutative topologische Halbgruppenmultiplikationen,und keine davon ist isomorph zu der von Abel genannten.Vielleicht sollte f :R�R! R di�erenzierbar sein? Denn in der Tat wirdin Abel's Beweis ungest�ort di�erenziert. Dann aber betrachten wir f :R�R!R , f(x; y) = xy , eine sogar analytische Halbgruppenmultiplikation, die sichnicht den von Abel genannten unterordnet, denn sie besitzt zwei idempotenteElemente, die imAbelschen Satz angesprochenen jedoch h�ochstens eines. DiesesBeipiel wird sogar von Abel selbst angef�uhrt: Er sagt, die Funktionalgleichung (xy) =  (x) +  (y) werde von  (z) = a log z gel�ost.Hier erkennt man auch eine der Grundschwierigkeiten bei den fr�uhenArbeiten zu diesem Gebiet: Fraglich ist n�amlich der Begri� der Funktion selbst.Es ist da viel von willk�urlichen Funktionen die Rede. De�nitionsbereich undWertevorrat werden nicht angegeben. Darauf konnte vielleicht im Cours d' Ana-lyse vonCauchy noch verzichtet werden. Aber die Frage nach De�nitionsbereichundWertevorrat ist von grundlegender Bedeutung, wenn man ,,willk�urliche\ oder,,gesuchte\ Funktionen in sich selbst einsetzt. Dieses Problem der pr�azisen De�-nition einer Funktion war noch immer, 60 Jahre sp�ater, ein Handicap bei SophusLies ,,Transformationsgruppen\x0j = fj(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am)und den geforderten Hintereinanderausf�uhrungenfj�f1(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am); : : : ;fn(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; am); b1; : : : ; bm� =fj(x1; : : : ; xn; c1; : : : ; cm):Wir kennen heute im gro�en und ganzen die topologischen Halbgrup-penstrukturen auf R : Es gibt sie in gro�er Vielfalt. (Vgl. [10], p. 206 �.) Diemeisten sind nicht k�urzbar.



Hofmann 259Auch Abel hatte schon in dem allerersten Schlu� seiner Beweisf�uhrungvorausgesetzt, da� f(x; a) = f(x; b) allemal a = b nach sich ziehe. Heute sagenwir, die Halbgruppenverkn�upfung soll k�urzbar sein. Wir k�onnen daher einmal denvon Abel in Crelle 1 im Jahr 1826 formulierten Satz nocheinaml etwas sch�arferformulieren:Satz von Abel. Eine k�urzbare topologische abelsche Halbgruppe auf R istisomorph zu der Gruppe (R;+) oder einer ihrer o�enen zusammenh�angendenUnterhalbgruppen.Dies veranla�t uns, das durch Abel angeschnittene Problem in gr�o�ererAllgemeinheit wie folgt auszusprechen:Das Abelsche Problem. Bestimme alle (rechts und links) k�urzbaren topologi-schen Halbgruppenstrukturen auf einer zusammenh�angenden topologischen Man-nigfaltigkeit.DieAbelschen �Uberlegungen haben wohl einen uns nicht mehr bewu�tenEin
u� ausge�ubt, der bis heute anh�alt. Genau zur Jahrhundertwende entstandfolgendes Postulat:Hilbert 5, Teil 2. �Uberhaupt werden wir auf das weite undnicht uninteressante Feld der Funktionalgleichungen gef�uhrt, diebisher meist nur unter Voraussetzung der Di�erenzierbarkeit derauftretenden Funktionen untersucht worden sind. Insbesonderedie von Abel mit so vielem Scharfsinn behandelten Funktional-gleichungen : : : weisen an sich nicht auf, was zur Forderung derDi�erenzierbarkeit der auftretenden Funktionen zwingt : : : Inallen F�allen erhebt sich daher die Frage, inwieweit etwa die Aus-sagen, die wir im Falle der Annahme di�erenzierbarer Funktio-nen machen k�onnen, unter geeigneten Modi�kationen ohne dieseVoraussetzung g�ultig sind.Diese Worte sprach kein Geringerer alsDavid Hilbert aus dem Anla� des Inter-nationalen Mathematikerkongresses in Paris im Jahr 1900, wo er seine ber�uhmtgewordenen 23 Probleme vortrug. Dieser Vortrag war einerseits eine Standort-bestimmung der zeitgen�ossischen Mathematik, also der Leistungen des 19. Jahr-hunderts, und gleichzeitig die Proklamation eines Programms f�ur die Mathematikdes 20. Jahrhunderts in vielen Facetten. Den Ein
u� dieser Rede f�ur die Ent-wicklung der Mathematik im 20. Jahrhundert kann man gar nicht �ubersch�atzen.Das Zitat �uber die abelschen Funktionalgleichungen geh�ort zu dem ber�uhmten5. Hilbertschen Problem, aber dieser hier im Auszug zitierte Teil ist sehr vielweniger bekannt als der erste Teil.Hilbert 5, Teil 1. Lie hat bekanntlich mit Hinzuziehung desBegri�s der kontinuierlichen Transformationsgruppe ein Systemvon Axiomen f�ur die Geometrie aufgestellt und auf Grund seinerTheorie der Transformationsgruppen bewiesen, da� dieses Sy-stem von Axiomen zum Aufbau der Geometrie hinreicht. Da Liejedoch bei Begr�undung seiner Theorie stets annimmt, da� die dieGruppe de�nierenden Funktionen di�erenziert werden k�onnen,so bleibt in den Lieschen Entwicklungen uner�ortert, ob die An-



260 Hofmannnahme der Di�erenzierbarkeit bei der Frage nach den Axiomender Geometrie tats�achlich unvermeidlich ist oder nicht vielmehrals eine Folge des Gruppenbegri�es und der �ubrigen geometri-schen Axiome erscheint. Diese �Uberlegungen : : : legen uns dieallgemeine Frage nahe inwieweit der Liesche Begri� der kontinu-ierlichen Transformationsgruppe auch ohne Annahme der Di�e-renzierbarkeit der Funktionen unserer Untersuchung zug�anglichist.Eine [reelle] Liegruppe ist in heutiger Sprechweise eine Gruppe auf einer[reell] analytischen Mannigfaltigkeit, deren Gruppenoperationen [reell] analytischsind. Die Klassi�kation der Lieschen Gruppen war zur Zeit der Proklamationder Hilbertschen Probleme schon auf dem besten Wege. Lie selbst, aber auchEngel und Killing hatten erkannt, da� es sich vornehmlich um ein Problemder linearen Algebra handelte. Eine globale Erfassung der Gruppen wurde durchPoincar�e, Elie Cartan und Hermann Weyl erledigt.Der erste Teil des Hilbertschen Problems ist ein Problem �uber Trans-formationsgruppen. Spezialisiert man es auf die Wirkung einer Gruppe auf sichdurch Translation, dann kann man es als Frage auch so formulieren: Ist jede to-pologische Gruppe auf einer topologischen Mannigfaltigkeit eine Liegruppe? ImHinblick auf die (sp�atere) Klassi�zierbarkeit der zusammenh�angenden Liegrup-pen ist es uns erlaubt, Hilbert's k�uhnen Zugri� auf die Problematik so zuformulieren:Das 5. Hilbertsche Problem f�ur Gruppen, allgemeine Fassung. Be-stimme alle topologischen Gruppenstrukturen auf einer zusammenh�angenden to-pologischen Mannigfaltigkeit.In dieser Formulierung ist unsere Version des Abelschen Problems sogarweiter gefa�t als diese.Hilbert's weiterf�uhrende Formulierung geben den Schl�ussel zu beidenProblemen:Das 5. Hilbertsche Problem. Untersuche die Umst�ande, unter denen dieL�osung von Funktionalgleichungen auf topologischen Mannigfaltigkeiten automa-tisch di�erenzierbar oder gar analytisch sein m�ussen.Ich glaube, da� zum Zeitpunkt der Formulierung von Hilberts Proble-men der Unterschied zwischen einer topologischen und einer di�erenzierbarenMannigfaltigkeit hinreichend pr�azise verstanden war. Die Weierstra�schenFunktionen waren bekannt. Da� die Kochsche Schnee
ockenkurve der Einheits-kreislinie topologisch �aquivalent war wu�te man seit 1906, und man konnte sichallein schon durch die geometrische Anschauung davon �uberzeugen, da� sie vonder Ebene, in der sie lebt, keine di�erenzierbare Struktur erben konnte. Was manallerdings nur andeutungsweise ansprechen konnte, waren topologische Gruppenauf zusammenh�angenden, aber nicht euklidischen topologischen R�aumen. Man�ndet solche Andeutungen in der Formulierung von Hilberts 5. Problem. Nach-dem er den Lieschen Formalismus und seine Problemstellung er�ortert, sagt er imAnschlu�Hilbert 5: ,,unendliche\ Gruppen. Auch f�ur unendliche Gruppen ist, wieich glaube, die Untersuchung der entsprechenden Frage von Interesse.



Hofmann 261Dunkel bleibt was ,,unendlich\ hei�en soll. Es handelt sich zun�achstinformell nat�urlich nicht um die M�achtigkeit der Elemente der Gruppe, sondernum die Anzahl der ,,Parameter\, mit denen die Gruppe beschrieben werden kann(also in der vorher wiedergegebenen Lieschen Formulierung um die a1; : : : ; an ).Wir w�urden eher von unendlich dimensionalen Gruppen sprechen. Aber dies�o�net nat�urlich ein bis zum heutigen Tage un�ubersehbares Feld, wenn mansich einmal vergegenw�artigt, da� z.B. die additiven Gruppen aller topologischenVektorr�aume darunterfallen. Immerhin k�onnten wir aus heutiger Sicht einmalwenigstens die lokal kompakten R�aume ohne Dimensionsbeschr�ankung ins Augefassen und ein Problem formulieren, f�ur das der Zeitpunkt um 1900 noch zufr�uh war, aber das in gewissem Sinne schon implizit in Hilberts Formulierungenthalten ist:Hilbert 5: ,,unendliche\ Gruppen, moderne Interpretation. Bestimmealle topologischen Gruppenstrukturen auf einem zusammenh�angenden lokal kom-pakten topologischen Raum.In dieser Form ist das Problem dem 1. Teil des 5. Hilbertschen Problems�ubergeordnet. Es ist bei dieser Formulierung �uberhaupt nicht mehr zu erken-nen, was das Problem �uberhaupt mit der Einf�uhrung analytischer Parameterzu tun haben soll und es ist eigentlich h�ochst verwunderlich, da� dies, wie sichheraussstellte, tats�achlich der Fall war.An die fr�uhen Arbeiten kn�upfen sich die verschiedensten innermathe-matischen Kulturen. Selbstverst�andlich hat der erste Teil des 5. HilbertschenProblems die Entwicklung der topologischen Gruppen, ihre Darstellungstheo-rie und und die Transformationsgruppentheorie jenseits der klassischen Grup-pen eigentlich erst ins Leben gerufen, jedenfalls aber nachhaltig angetrieben.Die Arbeiten Abels �uber Funktionalgleichungen werden reklamiert als Ursprungder allgemeinen Theorie der Funktionalgleichungen als deren heutiger AltmeisterJano�s Acz�el zu gelten hat. Von ihm gibt es in der Tat auch einen lesenswerten�Ubersichtsartikel [2] der allerdings gerade im Hinblick auf das oben formulierteAbelsche Problem nicht den letzten Stand repr�asentiert.Wir haben uns nun einen gewissen �Uberblick �uber die Problemlage amEnde des 19. Jahrhunderts erfa�t, die vonHilbert im f�unften seiner Probleme vi-sion�ar dargestellt wurde. Wir wenden uns nun einer (sicher nicht ersch�opfenden)Beschreibung des gegenw�artigen Kenntnisstandes zu.In der ersten Jahrhunderth�alfte wurde durch Hermann Weyl, Johnvon Neumann die Theorie der kompakten Gruppen in den Grundz�ugen ab-geschlossen. Wesentliches Hilfsmittel war hier die Existenz eines invariantenWahrscheinlichkeitsma�es auf einer kompakten Gruppe, und die wesentlichenStruktureinsichten kamen aus der Darstellungstheorie (oder harmonischen Ana-lyse, wie man daf�ur im Bereich der topologischen Gruppen auch sagt). Der Um-stand, da� man gen�ugende viele irreduzible unit�are Darstellungen hatte, reichte,da diese alle endlich-dimensional sein m�ussen, um f�ur eine kompakte Gruppe zuschlie�en:1. Es gibt beliebig kleine kompakte Normalteiler N von G derart, da� G=Neine Lie-Gruppe ist.



262 HofmannD.h. man kann jede kompakte Gruppe G ,,durch Lie-Gruppen appro-ximieren\. Nat�urlich kann man diesen Sachverhalt auch mit einer geeignetenHintergrundstheorie ausdr�ucken und sagen jede Gruppe sei ein (strenger) pro-jektiver Limes von Lie-Gruppen. F�ur unsere Zwecke reicht diese Formulierungallemal aus. Man k�onnte nun vielleicht meinen, das 5. Hilbertsche Problem seidamit f�ur kompakte Gruppen erledigt. Eine n�ahere Inspektion zeigt aber aber,das dies so noch nicht der Fall ist. Wenn man aber mit Hilfe der Strukturtheoriekompakter Lie-Gruppen in die Sache weiter eindringt, bekommt man die folgendeerheblich Versch�arfung des Satzes 1 f�ur kompakte G :2. Zu jeder noch so kleinen o�ene Umgebung V des Neutralelements gibt eseinen kompakten Normalteiler N und eine lokale Lie-Gruppe U in G , die mit Nelementweise vertauschbar ist derart, da� die Abbildung (n; u) 7! nu : N � U !NU � V ein Hom�omorphismus auf eine in V enthaltene Einsumgebung ist.2Der Satz 2 erlaubt sogleich eine Umformulierung, deren Methodik demBereich der Lie-Gruppentheorie zuzurechnen ist:3. Zu jeder noch so kleinen o�ene Umgebung V des Neutralelements gibt eseinen kompakten Normalteiler N � V , eine zusammenh�angende Lie-Gruppe Lund einen injektiven stetigen Homomorphismus f :L! G derart, da� die Funk-tion (n; x) 7! nf(x):N � L ! G ein stetiger o�ener Gruppenhomomorphismusmit diskretem Kern ist.Insbesondere sind G und N �L lokal isomorph.Mit diesem Satz 3 ist das Hilbertsche Problem in der Tat rasch zuerledigen: Da eine topologische Gruppe, die zu einer Liegruppe lokal isomorphist selbst eine Lie grupp ist, d�urfen wir nach Satz 3 annehmen, G sei von der FormN � L mit einer Liegruppe L und einer kompakten Gruppe N die (wenn mansie mit N � f1g identi�ziert) in einer kompakten euklidischen KugelumgebungE des Neutralelements von N � L enthalten ist. Sei :N ! E ! N � L dienat�urliche Einbettung und p:N � L! N die Projektion. Dann ist pi:N ! Ndie identische Abbildung. Da diese in der Form N ! E ! N � L ! Nfaktorisiert, und die Kugel E kontrahierbar ist, ist die identische Selbstabbildungvon N kontrahierbar. Also ist N kontrahierbar. Die einzige kompakte undzusammenziehbare Gruppe ist die einelementige. Also ist G = L und damiteine Liegruppe. Damit ist das 5. Hilbertsche Problem f�ur kompakte Gruppenpositiv beantwortet.Eine zweite Klasse von Gruppen in denen das Hilbertsche Problemin den drei�iger Jahren gel�ost war, ist die der abelschen Gruppen. Die Dua-lit�atstheorie von Pontryagin und van Kampen liefert das folgende Struktur-theorem:4. Eine lokal kompakte zusammenh�angende abelsche Gruppe ist isomorph zuK �Rn mit einer kompakten Gruppe K .Dadurch war das Problem der lokal euklidischen Gruppen hier auf diekompakten Gruppen zur�uckgef�uhrt, f�ur die die Hilbertsche Frage positiv ent-schieden war. Die kompakten abelschen Lie-Gruppen unter allen abelschen Lie-Gruppen sind genau diejenigen, deren Charaktergruppen endlich erzeugt sind.2 U hei�t lokale Lie-Gruppe in G , wenn eine Lie-Gruppe L , eine Einsumgebung U 0�Lund ein Hom�omorphismus �:U 0!U existiert, der f(xy)=f(x)f(y) f�ur alle x; y; xy2U 0 erf�ullt.



Hofmann 263Dies war die Situation vor dem zweiten Weltkrieg. Selbst bei niedrigdimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten war nichts bekannt. Unter Ken-nern hie� es, da�Montgomery viel M�uhe auf die Dimensionen 2 und 3 verwandthaben soll und diese Spezialf�alle auch schlie�lich erledigte. Man wu�te nicht ein-mal, ob eine lokal kompakte zusammenh�angendeGruppe einen topologischen Bo-gen enthalten mu�te. Da� man dies f�ur gewisse lokalkompakte Gruppen beweisenkonnte, erkannte A.M.Gleason. Als Montgomery davon h�orte, erkannte erdie Bedeutung f�ur die L�osung des Problems. Seine mit Leo Zippin gemeinsamverfa�te Arbeit ging bei den Annals of Mathematics am 28. M�arz 1952, Glea-sons Arbeit am 13. Juni 1952 ein. G.D.Mostow hat neulich in einem Vortrag[15] daraus aufmerksam gemacht, da� Gleasons ,,bemerkenswerte Idee\ auf derKonstruktion einer Halbgruppe von kompakten Teilmengen beruhte. Gleasonselbst hat zu verstehen gegeben, da� ihm diese Idee kam, als er Einar HillesBuch \Semi-groups of Operators on Hilbert space" las. Mostow nannte diesZusammentre�en \a wonderful instance of unpredictable pregnancies in mathe-matics". Damit war Hilberts 5. Problem, insoweit es lokal euklidische Gruppenbetraf, im Jahr 1952 positiv entschieden. Der Beweis wurde von Montgomeryund Zippin in einem zu einem Klassiker gewordenen und 1955 erschienen Lehr-buch dargestellt. Die gro�e technische Komplikation des Beweises konnte bisheute nicht wesentlich verbessert werden, obgleich ab und zu Versuche unter-nommen werden.Der gr�o�ere Rahmen des Hilbertschen Problems �uber die Struktur derzusammenh�angenden lokal kompakten Gruppen ist damit nicht abgeschlossen.Diese Frage wurde von dem fr�uh verstorbenen Hidehiko Yamabe erledigt, derden Satz 1 f�ur lokalkompakte (fast) zusammenh�angende lokalkompakte Gruppenbewies. (Eine topologische Gruppe G wird fast zusammenh�angend genannt,wenn G=G0 kompakt ist.)Diese Information kam gerade recht, um die Struktur lokalkompakter zu-sammenh�angender Gruppen weitgehend zu erhellen. Denn schon im Jahre 1949war in den Annals of Mathematics eine ganz bedeutende Arbeit von Iwasawaerschienen, in der grundlegende Eigenschaften derjenigen lokal kompakten Grup-pen aufgedeckt wurden, die sich durch zusammenh�angende Lie-Gruppen appro-ximieren lie�en. So wurde etwa der Satz 2 f�ur diese Gruppen gezeigt. Damitstehen die S�atze 2 und 3 f�ur fast zusammenh�angende lokal kompakte Gruppenzur Verf�ugung. In dieser Arbeit wurde auch der folgende bedeutende Satz be-wiesen, den man nach Yamabe's Resultat folgenderma�en aussprechen kann.5. In einer lokal kompakten fast zusammenh�angenden Gruppe G ist jede kom-pakte Untergruppe in einer maximalen kompakte Untergruppe K enthalten (zuder alle anderen maximalen kompakten Untergruppen konjugiert sind), und esgibt Einparametergruppen f1; : : : fn:R! G derart, da� die Abbildung�k; (x1; : : : ; xn)� 7! kf1(x1) � � � f(xn):K �Rn! Gein Hom�omorphismus ist.Insbesondere ist G zu K �Rn hom�omorph.Die Bedeutung des Iwasawaschen Satzes beruht darin, da� jedenfallsalle topologischen Strukturmerkmale einer lokalkompakten zusammenh�angenden



264 HofmannGruppe bekannt sind, da man die Struktur der kompakten zusammenh�angendenGruppen seit langem sehr gut kennt.Es war vor allem die auf die Struktur der lokalkompakten Gruppen ge-richtete und bei der Erledigung des Hilbertschen Problems herauskommendeInformation, die in der Folgezeit in der Gruppentheorie fruchtbar wurde. Seit den60er Jahren wurde mit diesen Informationen viel �uber die Struktur lokal kom-pakter Gruppen erforscht. Schon Hilbert hatte im Zusammenhang mit demProblem der Lie-Gruppen von den Grundlagen der Geometrie gesprochen. DieStrukturtheorie der lokalkompakten Gruppen und ihrer Transfomationsgruppen-theorie spielen eine zentralle Rolle in der gegenw�artigen Theorie der Grundlagender Geometrie, in denen sich ein gewisser Abschlu� abzuzeichnen beginnt; jeden-falls ist das Stadium erreicht, in dem zusammenfassende Monographien entste-hen, in die die Strukturtheorie lokal kompakter Gruppen wesentlich einzugehenscheint [7].Wie steht es indessen mit dem Abelschen Problem, das dem Hil-bertschen �ubergeordnet war?Im Zuge der Arbeiten am 5. Hilbertschen Problem erschien im Jahr1957 in den Annals of Mathematics eine Arbeit von R. Jacoby on \Some theo-rems on the structure of locally compact local groups".[13] Unter anderem wurdedarin gezeigt, da� eine lokal euklidische lokale topologischen Gruppe eine lokaleLie-Gruppe ist. Dieses nicht leicht zu zeigende Ergebnis geriet etwas in Verges-senheit, bis in der Mitte der siebziger Jahre unter der Aufsicht von DennisonR. Brown an der University of Houston eine Dissertation von R.S.Houstonverfa�t wurde, die sich der k�urzbare topologische Halbgruppen auf Mannigfaltig-keten annahm und durch geeignete aus der Halbgruppentheorie bekannte Tech-niken, die letztlich mit der sogenannten Ore-Bedingung zu tun haben, und mitHilfe des Jacobyschen Resultates f�ur jede solche Halbgruppe eine Lie-Gruppekonstruierte, in die sich Quotienten von Elementen aus der Halbgruppe lokal ein-betten lie�en. Eine systematische Kl�arung des Sachverhaltes gelangWolfgangWeiss und mir 1988. Wir zeigten mit Hilfe der Ergebnisse von Brown undHouston und einigen neuen Ideen den folgenden Satz:6. (Hofmann und Weiss) Es sei S eine k�urzbare topologische Halbgruppe aufeiner topologischen Mannigfaltigkeit. Dann gelten die folgenden Aussagen:(1) Auf S existiert eine eindeutige analytische Struktur, bez�uglich welcherdie Multiplikation S � S ! S analytisch ist.(2) Es gibt eine kanonisch bestimmte einfach zusammenh�angende Lie-GruppeeG(S) und eine analytische k�urzbare Halbgruppe eS mit einem analyti-schen �Uberlagerungshomomorphismus p: eS ! S und einem analytischenHomomorphismus f : eS ! eG(S) , welcher in allen Punkten ein lokalerIsomorphismus analytischer Mannigfaltigkeiten ist.(3) Es gibt in eG(S) eine zentrale abz�ahlbare Untergruppe GS , die zur Gruppeder Decktransformationen der �Uberlagerung p: eS ! S algebraisch iso-morph ist. Setzt man G(S) = eG(S)=GS , so ist in dem kommutativen



Hofmann 265Diagramm eS f���������! eG(S)p??y ??yquotS ���������! G(S)die Abbildung S ! G(S) der universelle Homomorphismus in eine topologischenGruppe.Es ist immer noch ein o�enes Problem, ob GS immer abgeschlossen (unddann wegen der abz�ahlbaren Kardinalit�at diskret) sein mu�. Dies ist von Inter-esse, weil n�amlich dann und nur dann G(S) eine Lie-Gruppe ist. Aber abgesehendavon ist damit zun�achst einmal das Abelsche Problem jedenfalls insoweit po-sitiv entschieden, also die angesprochenen Halbgruppen immer analytisch sindund mit einer Lie-Gruppe eng verbunden sind.Nach dem vorigen Satz steht allemal soviel fest: Abel hatte recht: DerSatz vonAbel tri�t zu, wenn man die Forderung der K�urzbarkeit, die er implizitannimmt, explizit macht.Die allgemeine Situation, die in dem Satz von Hofmann und Weissangesprochen wird, ist in mancherlei Hinsicht interessant. Wir illustrieren siemit einem Beispiel.Wir betrachten die Lie-Algebren g = sl(2;R) � sl(2; C ) = gC . In derAlgebra g setzen wir[x; y; t] = x� 1 00 �1�+ y� 0 11 0�+ t� 0 1�1 0� = � x y + ty � t �x � :Die DeterminanteL(x; y; t) def= det[x; y; t] = ���� x y + ty � t �x ���� = �x2 � y2 + t2ist eine unter inneren Automorphismen invariante Lorentzform auf g . Die MengeW = f[x; y; t] : L(x; y; z) � 0; t � 0gist ein unter inneren Automorphismen invarianter Lorentzkegel in g . In der6-dimensionalen reellen Lie-Algebra gC ist g � iW ein unter allen von g er-zeugten inneren Automorphismen invarianter Keil. Wir betrachten die GruppenG = Sl(2;R) � Sl(2; C ) = GC der Dimensionen 3 bzw. 6. Zu der beschriebenenSituation gibt es einen Satz, von dem wir heute weitreichende Verallgemeinerun-gen kennen, der aber schon in dem vorliegenden Spezialfall nicht trivial ist:Satz. (G.I.Ol'shanski��) Die Teilmenge H = G exp(i�W ) ist eine abgeschlos-sene Unterhalbgruppe mit einem nichtleeren Inneren S (welches SH = HS � Serf�ullt).Die Abbildung (g;X) 7! g exp(i�X) : G�W ! S ist ein Di�eomorphis-mus welcher auf G � interior(W ) einen Isomorphismus analytischer Mannigfal-tigkeiten auf S induziert.



266 HofmannDie Gruppe Sl(2; C ) wirkt auf der Riemannschen Zahlenkugel S2 =C [ f1g durch die Festsetzung:� a bc d� �z = az + bcz + dSei N die n�ordliche Hemisph�are von S2. Wir schreiben A � B f�ur (A � B)und (A 6= B) . Dann istH = fg 2 Sl(2; C ) : g�N � Ng; und S = fg 2 Sl(2; C ) : g�N � IntNg:Die Gruppe G = Sl(2;R) ist hom�omorph zu R2 � S1 und hat die Funda-mentalgruppe Z. Der Lorentzkegel W ist hom�omorph zu einem abgeschlos-senen Halbraum R+� R2, R+ = [0;1[ . Nach dem Satz ist S hom�omorph zuS1�R4�R+ und S zu S1�R5 . Es gibt also ein einfach zusammenh�angendes�Uberlagerungsmonoid eH von H das zu R5 � R+ hom�omorph ist. Das InnereT von eH ist die einfach zusammenh�angende �Uberlagerungshalbgruppe von S ,welche k�urzbar und zu R6 hom�omorph ist. Die Gruppe Sl(2; C ) ist hom�omorphzu SU(2)�R3 � S3�R3 und ist daher einfach zusammenh�angend. Auf T ist derSatz 6 anwendbar. Die kanonisch zugeordnete einfach zusammenh�angende Lie-Gruppe eG(eS) ist Sl(2; C ) und die in Satz 6(3) genannte �Uberlagerung p: eT ! Tist die identische Abbildung von T . Wir haben in der Tat einen Homomorphis-mus eT = T ! S ! Sl(2; C ) , welcher ein lokaler Hom�oomorphismus und sogareine �Uberlagerung auf das Bild S ist. Man kann nun zeigen [8], da� keine derHalbgruppe eH und T auch nur algebraisch in irgendeine Gruppe eingebettetwerden kann, geschweige den analytisch in eine Lie-Gruppe.Halbgruppen der Art G exp(iW ) treten auf, wenn man sich die Fragestellt, ob sich unit�are Darstellungen|wie in unserem Falle die von eG , der univer-sellen �Uberlagerung von Sl(2;R)|,,holomorph fortsetzen lassen\. Diese Frage istf�ur die Darstellungstheorie von gro�er Bedeutung [17]. Das Abel-HilbertscheProblem hat uns zu analytischen Halbgruppen gef�uhrt, die zeigen, da� die kon-sequente Fortf�uhrung des im 5. Hilbertschen Problem formulierten Programmsin seiner allgemeinen und konsequenten Durchf�uhrung den Rahmen der Grup-pentheorie sprengt und Auswirkungen auf die aktuelle Forschung im Bereich derDarstellungstheorie der Gruppen hat [9, 17].References[1] Abel, N. H., Untersuchung der Funktionen zweier unabh�angig ver�ander-licher Gr�o�en x und y , wie f(x; y) , welche die Eigenschaft haben, da�f(z; f(x; y)) eine symmetrische Funktion von z , x und y ist, J. reineangew. Mathem. 1 (1826), 11{15.[2] Acz�el, J., The State of the second part of Hilbert's Fifth Problem, Bull.Amer. Math. Soc. 20 (1989), 153{163.[3] Borel, A., Deane Montgomery 1909{1992, Notices, Amer. Math. Soc. 39No 7, September 1992.
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