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Opérateurs différentiels invariants hyperboliques

sur un espace symétrique ordonné

Jacques Faraut

Communicated by K.-H. Neeb

Abstract. Let M be a homogeneous and globally causal manifold and
D an invariant differential operator on M. We study conditions under
which D permits a causal fundamental solution. For the cases that M is an
ordered symmetric space of Ol’shanskii type or an ordered symmetric space
of rank 1 we show that an invariant hyperbolic operator admits a causal
fundamental solution.

Soit M une variété causale globale et homogene, et soit D un opérateur différen-
tiel invariant sur M. La question que nous étudions est de savoir a quelle condi-
tion l'opérateur D admet une solution élémentaire causale. Lorsque M est un
espace symétrique ordonné de type Ol’shanskii, ou un espace symétrique ordonné
de rang un, nous montrons qu’'un opérateur différentiel invariant hyperbolique
admet une solution élémentaire causale.

Ce travail a été achevé pendant un séjour que j’ai fait a I'Institut Mittag-
Leffler en mai 1996, et je remercie les organisateurs de ’année spéciale Analysis
on Lie groups de m’y avoir invité.

1. Variété causale et solution élémentaire causale

Soit M une wvariété causale, c’est a dire une variété M munie d’un champ de
cones : pour tout x € M, C, est un cone régulier dans 'espace tangent T, (M)
(régulier signifie convexe, fermé, pointu et d’intérieur non vide). On suppose que
la variété causale M est homogene : M = G/H ou G est un groupe de Lie
connexe, H est un sous-groupe fermé, et le champ de cones (C,) est invariant
par GG, c’est a dire que

ng - (DT(Q))w(Cm)

(7(g) désigne lapplication = — g -z ). Une structure causale invariante sur M
est déterminée par la donnée d’un cone Cy, C Ty, (M) invariant par H (z¢ est
le point de base, o = eH ). Nous supposons que la structure causale est globale,
c’est a dire qu’il n’existe pas de courbe causale fermée non triviale. Elle définit
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alors un ordre sur M : on note x < y s’il existe une courbe causale allant de x
ay.

Soit D un opérateur différentiel invariant sur M. Une solution élé-
mentaire de D est une distribution E sur M invariante par H telle que

DE = &,

ou Jg désigne la distribution de Dirac au point zg. Elle permet de résoudre
I’équation
Du=f, fecCXx.

Une solution de cette équation est en effet donnée formellement par
uw) = [ B0
G/H

La solution élémentaire F est dite causale si son support est contenu dans
{z > x0}. Notons que, dans ce cas, la valeur de u au point x ne dépend
que des valeurs de f sur 'ensemble {y < x} (le ‘passé’ de x).

Dans cet article nous considérons la question suivante : a quelle con-
dition l'opérateur différentiel invariant D possede-t-il une solution élémentaire
causale 7

Nous rappelons dans la section 2 des résultats classiques sur les opérateurs
différentiels a coefficients constants hyperboliques. Ceux-ci utilisent la car-
actérisation des transformées de Laplace de distributions tempérées et un thé-
oreme de Hormander sur la minoration d’'un polynome par une puissance de
la distance a l’ensemble de ses zéros. Dans la section 3 nous proposons une
définition de I’hyperbolicité pour un opérateur différentiel invariant sur un es-
pace symétrique ordonné. Dans le cas d’un espace symétrique de type Ol’shanskii
(section 4) et dans le cas d’un espace symétrique ordonné de rang un (section 5)
la méthode des intégrales orbitales permet de se ramener a I’étude d’un opérateur
différentiel a coefficients constants sur un sous-espace de Cartan. Nous montrons
alors que tout opérateur différentiel invariant hyperbolique admet une solution
élémentaire causale.

2. Opérateurs différentiels hyperboliques a coefficients constants

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, V ~ R™, et soit G le groupe
des translations. Une structure causale invariante sur V est définie par un
cone régulier C' C V. Un opérateur différentiel invariant D est un opérateur
différentiel & coefficients constants,

0
o-r(2)
ox
ou P est un polynome. Une solution élémentaire de D est une distribution E
telle que
DE = .
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Elle est causale si supp(E) C C'. Le cone dual C* est défini par
Cr={XeV*|Vx el (\zx)>0}.

Si D admet une solution élémentaire causale E elle est unique. En effet si T
est une distribution solution de DT = 0 et dont le support est contenu dans C,
alors T' = 0, car le produit de convolution E T est bien défini et

DE«T)=DExT =T
=ExDT =0.

Notons €2 lintérieur de C*. Nous dirons qu’un opérateur différentiel a
coefficients constants D = P(a%) est hyperbolique par rapport au cone () s’il
existe A\g € V' tel que P(\) ne s’annule pas dans le tube \g + Q2 +iV.

Théoréme 2.1. St D = P(a%) est hyperbolique par rapport a §2, alors il
posséde une solution élémentaire dont le support est contenu dans C'.

Si n =1 tout opérateur différentiel a coefficients constants D = P(%)
non nul est hyperbolique (par rapport & © =]0,00[). Si le polynéme P est
unitaire la solution élémentaire causale F de D s’écrit

(B ¢) = / " u(e)pla)de,

ou u est la solution de Jean Mineur de ’équation différentielle

Du =0,
c’est a dire la solution qui vérifie les conditions de Cauchy (0,0,...,0,1) :
u(0) =0,
v (0) =0,
uk=2)(0) = 0,
ukH(0) =1,

si degP =k.

La démonstration du théoreme 2.1 utilise la transformation de Laplace.
Celle que nous présentons ici est inspirée de Vladimirov [14]. Nous en avons
simplifié certains points. (Voir aussi Atiyah-Bott-Garding [1], Bogoljubov-Vladi-
mirov [2].)

Fixons un produit scalaire euclidien sur V', et notons d la distance
euclidienne associée. Pour y € C* on note §(y) la distance de y au bord 9C*
de C*,

0(y) =d(y,0C") = inf d(y,z).
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Lemme 2.2. Pour y € C*,

i inf xly) = 6(y),
(i) pedtt_ (@ly) = o(y)
et, pour k>0, y € (C*)9,
[N
(i) sup [la|Fe=) = (2) ()7
zeC €
Démonstration. (a) Le cone C* est I'intersection des demi-espaces fermés

Hy={yeV|(ylr) 20} (zeC|z|=1)
et son complémentaire est la réunion des demi-espaces ouverts
H ={y eV |[(ylz) <0}

Pour y € C*|
S(y)= inf d(y, HE).

z€C,||z|=1 v
Puisque
d(y, Hy) = (2y),
(i) s’en déduit.
(b) Soit k>0 et y € (C*)?, et fixons x € C, ||z]| =1, alors (z|y) > 0.
Soit f la fonction définie sur [0, co| par
f(t) = the 1@

Le maximum de f est atteint en tg = (w—]ry) et

Flio) = (2) (ol

Par suite

B k\* _
it = (2 _wp o
zel,||z||=

= (5, .

e
Exemples. Si C est le cone de Lorentz,

C={zeR" |2} —25— - —22>0, 1, >0},
alors C = C* et

1
§(z) = —=(x1 — /22 + -+ 22).
(@) = J5lor = /o3 )
Soit V' = Sym(m,R) ~ R"™ l’espace des matrices symétriques réelles
m xm (n = im(m + 1)), muni du produit scalaire (z|y) = trzy, et soit

Q = (C*)° le cone des matrices symétriques définies positives. Alors d(x) est
égal a la plus petite valeur propre de z, ce qui peut aussi s’écrire

o(x) = o=,

ou |u| désigne la norme spectrale de u.

Ce dernier résultat se généralise au cas des cones symétriques (voir J.
Unterberger [12]).
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Lemme 2.3. 1] existe un polynome p sur V tel que, pour A € C* + iV,

PV = (1 + A1)

Démonstration. Soit (e1,...,e,) une base de V constituée de vecteurs
appartenant & CY. Posons

Pour A= pu+iv, pe C*,

Ip(u + iv)|? ﬁ( 14 ( ,u|e] (V\ej)2>

On note S’'(C) Tespace des distributions tempérées de support contenu
dans C'. C’est le dual de I'espace S(C) des fonctions ¢ sur C' qui sont restric-
tions & C' de fonctions de S(V). Si T € §’(C) il existe M, k, ¢ tels que

k «
(Too)| <M sup (14 [lz]*)2|D%()|.
zeC,|a|<L

Si A € Q+iV, alors la fonction ¢y (x) = e~ M) appartient & S(C). Soit
T € §'(C). La transformée de Laplace de T est la fonction 7' = £(T) définie
sur 24V par R
TA) = (T, ¢x),

ce qu’on peut écrire formellement

T()\):/Ce_(Mx)T(x)dm.

On note H () l'espace des fonctions holomorphes f dans le tube Q+iV
vérifiant la propriété suivante : il existe M, a, et 3 > 0 tels que

[FON S MO+ [AP)E(L+6(0) ") (A=p+iv,peQ).

Théoreme 2.4.  La transformation de Laplace établit un isomorphisme entre
les espaces S'(C) et H(Q).

Démonstration. (a) Soit T € §’(C). Posons
N =T (AeQ+iV).
Alors il existe M, k, /¢ tels que

ko
<M sup (1+]l2]*)2[D%0x(2)].
zeC,|a|<e
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D’une part
Dpx(x) = (=A)%e” A1),

et
D% ()] < My(1 4 [|A|?)z e WD),

D’autre part, pour xz € C,
(14 [l2]) 2 e ¥ < Mp(1 + [Jaf|*)e=¥1m) < My (1 +6(u)~*),

d’apres le lemme 2.2.
(b) Soit f une fonction holomorphe dans 2+ iV vérifiant

[FOVT< ML+ AP (1 +6() 7).

Supposons d’abord a < —n. Alors (1 + ||v[|?)2 est intégrable sur V. Posons

(Qi)n/vf(,u-i—iu)ei(”'x)dy.

gu(z) =

A Taide du lemme IX.3.2 de Faraut-Kordnyi [6] on montre que

gula) = e~ W g(a),

ou g est une fonction qui ne dépend pas de p. De la majoration vérifiée par f
on déduit que
g(@)| < My (14 5(u) ) (ne ),

avec
M, = M/ (1+ ||v]|?) 2 dv.
1%
Siz ¢ C,il existe p € Q tel que (p|z) <0, et, pour tout ¢ > 0,
l9(2)] < My (14 ¢7P5(u)~7),

donc g(z) =0.
Si [[pll =1, alors (z|p) < ||lz[[, donc
lg(@)| < My (14 t7P5(u)77),
et, pour t = m,
l9(2)] < Mue(1+6(u)~7||z]|?) < Mi(1 + [[]?).

Ainsi la fonction g définit une distribution tempérée de support contenu dans C
et on vérifie que [ est la transformée de Laplace de g¢.

Si o > —n, choisissons N > % (a+n) et posons

fA)

PN

ou p est le polynome du lemme 2.3. La fonction fy vérifie une majoration

semblable avec a; = o — 2N . On se trouve donc dans la situation précédente.
Soit gy la fonction correspondante. Finalement f est la transformée de Laplace

de la distribution
T O\
=pl =— . n
p(@x) gN

fn(A) =
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Exemple. Soit Q2 C V = Sym(n,R) le cone des matrices symétriques définies
positives. Pour tout s € C la fonction f définie sur €24 ¢V par

F(A) = det(A)?
appartient & H (). Il existe en effet une constante C' telle que
| det(A)] < O™

D’autre part, si u € €, il existe v € GL(n,R) tel que p = yy7. Ainsi, si
A=p+iv,
det()\) = det pdet(I + iy ‘(v H)7T),
et
| det(I + iy~ w(y™H)T)| > 1, det(n) > d(u)".
Par suite, si s > 0,
s 2 ln§]?s
[ det(A)*] < M (14 [[A[IF)2 ™,

et si s <0,
| det(A)*] < 1+ a(p) """,

Soit D = P(a%) un opérateur différentiel a coefficients constants sur
V. Supposons que D possede une solution élémentaire tempérée E de support
contenu dans C'. La transformée de Laplace f = E de E est

(AeQ+4V).

En particulier cela implique que P ne s’annule pas dans le tube Q + V. Ainsi,

d’apres le théoreme 2.4, 'opérateur D admet une solution élémentaire tempérée

de support contenu dans C si et seulement si f = % appartient a I’espace H ().
Pour démontrer le théoreme 2.1 nous utiliserons le

Théoreme 2.5.  Soit P un polynome qui ne s’annule pas sur 2+ iV, alors
f= % appartient a H($2).
Démonstration.  C’est une conséquence du lemme 2 de Hérmander [8] (qui

lui-méme résulte du théoréme de Seidenberg-Tarski), qu'on applique a P(u+iv)
considéré comme polynome de 2n variables. Soit N l’ensemble des zéros de
P, et soit d(A\,N) la distance du point A a l'ensemble N . Alors il existe des
constantes C, a, 0 telles que

[PV > C 4+ [IAI?)2d(A,N)7.
Puisque N C (Q + V)¢, pour A = p+iv, p € Q,
d(AN) > 0(p),

et par suite

< A+ TE(L () 70). m

Ql-

[P(A)]
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Exemple. Soient V = Sym(m,R), et Q le cone des matrices symétriques
définies positives. Le polynéome P, P()\) = det A se n’annule pas dans le tube
Q+V.

Démonstration du théoreme 2.1. Soit D = P(%) un opérateur hyper-

bolique par rapport au cone 2. Il existe \g € V' tel que P;(\) = P(A\g + A) ne
s’annule pas dans le tube Q + V. D’apres le théoreme 2.5 la fonction f = P%
appartient & H(2), et, d’apres le théoreme 2.4, f est la transformée de Laplace
d’une distribution E; € §'(C). La distribution E = e*l®) ;| est une solution

élémentaire de D dont le support est contenu dans C'. ]

3. Opérateurs hyperboliques invariants
sur un espace symétrique ordonné

Nous supposons maintenant que M est un espace symétrique : il existe
un automorphisme involutif o de G tel que

(G%) CHCG?,

on G ={g € G|o(g) =g} et (G7) est la composante connexe de 1’élément
neutre dans G?. Notons g et b les algebres de Lie de G et H,

h={Xeg|o(X)=X},

et
q={Xeg|o(X)=-X}>Tp(M).

Une structure causale invariante sur M = G/H est déterminée par un cone
régulier C' C q qui est invariant par Ad(H). Nous supposons que G est semi-
simple de centre fini, et que (g, ) est une paire symétrique irréductible. Il existe
une involution de Cartan 6 qui commute avec o, c o =foo. Soit g=%¢+p
la décomposition de Cartan correspondante. Nous fixons un cone régulier C' C q
invariant par Ad(H) tel que C N¢ = {0}. La structure causale invariante
correspondante est globale, et définit un ordre sur M (Faraut-Hilgert—()lafsson
[5], Theorem 4.1).

Il existe un sous-espace de Cartan a C p qui est contenu dans pNq. Soit
A = A(g, a) le systeme de racines associé. On choisit dans A un systéme positif

AT et on pose
N ST VIS S

aEAT aEAT

A=expa, N =expn.

L’ensemble NAH est un ouvert de G, et, pour un choix convenable de AT,
expC C NAH ([5], Theorem 4.2). Pour z € NA - zy on pose

r=nexpA(z)-z9g (neN, A(z) € a).
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L’homomorphisme de Harish-Chandra associe a tout opérateur diffé-
rentiel invariant D un polynéme ~p € S(a) invariant par le groupe de Weyl
W du systeme A. La partie horisphérique de D s’exprime a l'aide de vp. Soit
en effet f une fonction de classe C*> sur 'ouvert NA - zg C M invariante par
N . Une telle fonction peut s’écrire

f(z) = fo(A(2)),

ou fo est une fonction définie sur a. La fonction D f est aussi invariante par N
et s’écrit 5
— o(pX) 7 Yo (pX)
Df (@) = e p (5 ) fo(X) y sy

En particulier, si
fo(X)=elP™2X " Xeag,

alors f est une fonction propre de D,
Df =vp(=A)f.

Soit f une fonction définie sur M invariante par H et dont le support
est contenu dans {z > xo}. La transformée de Laplace sphérique de f est définie
par

L(fYN) = / eP=A@) £ (1) da,

M

si toutefois l'intégrale converge. La transformation de Laplace sphérique possede
la propriété fondamentale suivante. Soit D un opérateur différentiel invariant
sur M. Sous des hypotheses convenables de différentiabilité et d’intégrabilité
sur la fonction f,

LDf)A) =ML

Ainsi, si E est une solution élémentaire causale de D, et s’il est possible de
définir la transformée de Laplace sphérique de E', on doit avoir

B 1
(N

Notons 2 C a* lintérieur du cone dual de C' N a. Nous dirons qu'un
opérateur différentiel invariant D sur M = G/H est hyperbolique par rapport a
Q1 s’il existe Ao € a* tel que yp(A) ne s’annule pas dans le tube A\g+Q+ia* C af,
et nous énongons la conjecture suivante : si D est un opérateur différentiel
invariant hyperbolique par rapport a 2, alors D possede une solution élémentaire
causale. Dans la section 4 nous démontrons cette conjecture dans le cas d’un
espace symétrique ordonné de type Ol’shanskii, et dans la section 5 pour un
espace symétrique ordonné de rang un.

L(E)(N)

Terminons cette section par une remarque concernant la transformation
d’Abel. Si f est une fonction continue sur {z > x¢}, nulle en dehors de {z > x¢}
et invariante par H, la transformée d’Abel de f est définie sur a par

Af(X) = e PX) / f(nexp X)dn,
N
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Soit D un opérateur différentiel invariant. Sous des hypotheses convenables de
différentiabilité et d’intégrabilité,

0
ADS) =7p (55 ) A
(Df)=p ax ) A
Si E est une solution élémentaire causale de D, et s’il est possible de définir la
transformée d’Abel de E, alors Ey = A(E) doit étre une solution élémentaire
de 'opérateur différentiel a coefficients constants

= 0()

4. Opérateurs différentiels invariants sur un espace symétrique
de type Ol’shanskil

Soient h une algebre de Lie simple hermitienne, G un groupe de Lie
connexe d’algebre de Lie g = h©, et H un sous-groupe fermé de G d’algebre
de Lie h. L’espace symétrique M = G/H est un espace symétrique de type
Ol’shanskii ([5], section 3). On note t une sous-algebre de Cartan compacte de
h,et a=it. Si A €a* il existe T € a tel que A(X) = B(X,T)), ou B désigne
la forme de Killing de g, et, pour A, u € a*, on pose (A, ) = B(T,T},). 1l existe
Xo € a tel que ad X aient pour valeurs propres —1,0,1. On note

g=9g-1+g+@

la, décomposition de g en sous-espaces propres de ad Xy. Soient A = A(g, a) le
systeme de racines de la paire (g, a), et

A, ={a€eA|gy Cg}, (1=-1,0,1).

Soit AT un systéme positif contenant A;. On fixe dans la suite un cone régulier
C C ib invariant par Ad(H) tel que Xy € C'. L’ensemble des éléments réguliers
de a sera noté a’,

d ={X €al|VaeA, a(X) #0}.

Pour A € a*, on pose
et pour X € a

Soit D un opérateur différentiel invariant sur M. La partie radiale de
D relativement a a s’écrit

1 0

Df(hexp X) = W’YD(a—X)(Jf)(X)a

pour f€C®(M)H, X ed'.
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Théoreme 4.1. Si D un opérateur différentiel invariant hyperbolique par
rapport a §2, alors D posséde une solution élémentaire causale.

La démonstration utilise le théoreme 2.1 et les propriétés des intégrales orbitales.
Si f € C®(M), la fonction M f est définie pour X € CYNa’ par

Mf(X)= J(X)/Hf(heXpX)dh.

La définition habituelle utilise une intégrale sur le quotient H/Zy(a), mais, dans
la situation présente, Zpy(a) est un sous-groupe compact ([5], Lemma 5.1), et
elle fait intervenir un facteur £(X) qui serait ici

e(X) =sgn H a(X),

aEAq
mais les racines o € A; sont positives sur C° Na. En effet

C'naccC® Na,

max

et
CO

max

Na={X e€a|VYae A, a(X)>0}.

Proposition 4.2. (i) Mf se prolonge en une fonction de classe C* sur C'Na.
(ii) Si D est un opérateur différentiel invariant sur M,

M(DS) =p (5%

(iii) Il existe une constante ¢ # 0 telle que

0

(5 )M F(0) = cf (wo).

Démonstration. L’application
X —expX, C — exp(0),

est un homéomorphisme, dont la restriction & C° est un difféomorphisme (OI’-
shanskii [10], Theorem 3.5). Par suite la proposition se déduit des propriétés
des intégrales orbitales qui ont été établies par Harish-Chandra dans le cas d’une
algebre de Lie. On peut trouver ces résultats dans Varadarajan [13]. La propriété
(i) est une conséquence du théoreme 23, Part I, Section 3, p.47. En effet la
fonction M f est définie sur Cpax Na’. De ce théoreme on déduit les faits
suivants. Si " est une composante connexe de Ch. Na’, alors la fonction M f,
ainsi que ses dérivées, se prolongent continuement & ’adhérence I’ de I'. De plus
la fonction M f, ainsi que ses dérivées, n’admettent pas de discontinuité le long
d’un mur d’équation (a, X) =0 si @ € Ag. Il en résulte que M f est de classe
C*> dans CY. Na et se prolonge par continuité & CpayNa ainsi que ses dérivées.
Par suite M f est égale a la restriction a C,,x N a d’une fonction de classe C*
sur a. En effet, du théoreme de prolongement de Whitney, on déduit que si U
est un ouvert convexe de R", et si F' € C°>(U) se prolonge par continuité & U
ainsi que chacune de ses dérivées, alors F' est égale a la restriction a U d’une
fonction de classe C*° sur R”.

La propriété (ii) se déduit du théoreme 9, Part I, Section 3, p.37, et la
propriété (iii) du théoreme 11, Part I, section 8, p.126 car t = ia est une sous-
algebre de Cartan compacte de g. (Voir aussi Bouaziz [3].) u

)M .
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Démonstration du théoréeme 4.1. D’apres le théoreme 2.1 I'opérateur
’yD(aiX) possede une solution élémentaire Ey de support contenu dans C' N a,
qu’on peut supposer Wy-invariante, Wy = Ng(a)/Zg(a). Pour une fonction f
de C°(M) on pose

0

(B, 1) = {Fo, w5 ) M),

Ceci est bien défini puisque M f est de classe C* sur C'Na (Proposition 3.1 (i)).
Ainsi F est une distribution H -invariante sur M dont le support est contenu
dans {x € M | x > zy}. Montrons que E est une solution élémentaire de
lopérateur D :
(DE, f) = (E,D"[)
> 9 (DT
= —(Eo, w(55)M(D" f)).

D’apres la propriété (ii) de la proposition 3.1,

Puisque vpr(A) = yp(=A),

= (100 Bo, @) M ).

On utilise maintenant la propriété (iii) de la proposition 3.1,

= f(ilj‘o) ||

Exemple. Soient G = Sp(n,C) et H = Sp(n,R)NSU(n,n). On peut prendre
pour a l’espace des matrices

3]

(tl,...,tn GR),
—t

—t,,

et C C q est le cone invariant par Ad H tel que C' N q soit défini par t; > 0,
.oy tp > 0. Si A € a* nous notons

A(X) = i Aiti.
=1

Pour a € R il existe un opérateur différentiel invariant D tel que

n

vp(A) = [[(¥ +a).

=1
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et cet opérateur est hyperbolique par rapport a €2,

Q={\ea* [\ >0,...,\ >0}

5. Espaces symétriques ordonnés de rang un

Dans cette section M = G/H avec G = SOq(1,n), H = SOy(1,n—1). L’espace
M s’identifie a I’hyperboloide a une nappe d’équation

avec le point de base xg = (0,...,0,1). On considére dans q,

a={(sr §)loem

le cone de Lorentz C' défini par
(UO>2 _ (,Ul)Q L (,Un—l)Q Z 0, ’UO Z 0.

Ce cone, qui est invariant par Ad H, définit sur M une structure causale in-
variante globale. La forme quadratique lorentzienne ci-dessus définit sur M une
structure pseudo-riemannienne de Lorentz invariante.

Le sous-espace de Cartan a est de dimension un. Nous le choisisons égal
a a=RX, avec

Xo =

_ o O
O O O
O O =

et A={a;=exptXy|teR}.
Dans le cas de cet espace symétrique ordonné tout opérateur différentiel
invariant non nul est hyperbolique.

Théoreme 5.1. Tout opérateur différentiel invariant non nul posséde une
solution élémentaire causale.

Comme celle du théoréme 4.1 la démonstration utilise les propriétés des intégrales
orbitales. Si f € C2°(M) on note Mf la fonction définie pour ¢ > 0 par

Mf(t) = /Hf(hat~x0)dh.

La fonction 9 f est de classe C* sur |0, 00[, de support limité & droite.
Si F' est une fonction définie sur M qui est H -invariante, de support
contenu dans {z > x¢},

/ F(x)f(x)dx = /OO Fag - 20)Mf(t)(sht)" " dt,
M 0
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pour un choix convenable de la mesure de Haar dh sur H.
Si O désigne le pseudo-laplacien de M, alors

Sﬁ(lilf) = LIS,
ou L est la partie radiale de J,
1 d d
L=———((sht)" t=).
(sht)n—1 dt ((S ) dt)

Notons F,, espace des fonctions ¢ de classe C>° sur |0, 0o, de support limité
a droite et admettant en 0 un développement asymptotique de la forme suivante
: si n est impair,

oo o
k=0 k=0

et, si n est pair
(0. @] 0. @]
p(t) ~ T2 "t +logt Bt
k=0 k=0

Ceci signifie que, si n est impair,

" 2p(t) = @o(t) + " @1 (1),
et, si n est pair,
t"2p(t) = po(t) + "2 logtp: (1),

ol g et 1 sont deux fonctions paires de C°(R). Les coefficients «ay, et [ sont
des formes linéaires sur ’espace F,,. Nous noterons oy = ai(v), Bk = Br(e)-

Proposition 5.2. Si f € C°(M), alors Mf appartient a Uespace F, . De
plus

Bo(Mf) = anf(zo),
ot a, est une constante non nulle.

Démonstration.  C’est une conséquence de résultats de Méthée [9], généralisés
par Tengstrand [11]. Voir aussi Faraut [4] p.432. n

L’espace F,, est muni d’une topologie pour laquelle 'application 9t de
C°(M) dans F,, est continue.

Soit D un opérateur différentiel invariant sur M. Supposons qu’il
admette une solution élémentaire causale E. S’il est possible de ’écrire

5=  B@iwis,
{z>x0}
ou F est une fonction H -invariante, alors

(B, f) = /OOO Ela; - wo)p(t)(sht)"dt,
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ou ¢ = Mf. Supposons que la transformée d’Abel E; = A(FE) soit bien
définie. Pour exprimer la distribution E a I’aide de Ey nous allons introduire
un opérateur W tel que

(B, f) = ¢ / Weolt) Bol(t)dt.

Dans [5] p.963, nous avons montré que, si n est impair, n = 2m + 1,

1 dym
E(at~x0):cn<ﬁ%) Eo(t),

et si n est pair, n = 2m,

1 d

m t 1
E(a - x9) = ¢y, <@ %> /0 Ey(7)(cht —ch7)™ 2 shrdr.

Ceci conduit a définir 'opérateur W comme suit : si n =2m + 1,
d 1 \m
We = (Gae) (6007%),
7= \gang) (60O
et si n =2m,

Wo(t) = sht/too(chs —ch t)_% (c% i)m«sh s)2m_1g0(s))ds.

Théoreme 5.3. L’opérateur VW est une application continue de F, dans
C°([0,00[) vérifiant

(i) WL = (% . 2)1/\/, ot p =151,

(ii) (We)(0) = b,Bo(p), ot by, est une constante non nulle.

Démonstration. Il est clair que W applique F,, dans C°(]0,00[). Si le
support de ¢ est contenu dans l'intervalle [0, 7], il en est de méme du support de
Wep. La propriété (i) résulte du fait que W est 'opérateur transposé de 'inverse
de la transformation d’Abel. Montrons que si ¢ € F,, alors We(t) a une limite
We(0) quand t — 0, et que

We(0) = bnBo(p).

Sin=2m+1,

Wy = sht(ﬁ%)m ((sht)Qm_1g0>,

et
(sh)*™ o = o + 17" Loy,

ou ¢y et ¢p sont deux fonctions paires de C2°(R). La fonction

1 dym
e
Yo =sht(5537) #o
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est de classe C*° et impaire. La fonction

1 d\m
=) (077e)
dr=shil G g &
est C™® et paire. De plus
¥1(0) = (2m —1)(2m —3)---3- 1p1(0).
Sin=2m,

(sh t)2m_2g0(t) = @o(t) + t2m=2]og tor(t),

ou ¢y et ¢1 sont deux fonctions paires de C°(R),

() () =0

ou Yg, Y1, et Yy sont des fonctions paires de classe C*°. De plus

$1(0) = (2m — 2)(2m — 4) - - 21 (0).

On peut écrire

Wo(t) = sht/oo(chs —ch t)_%zp(s) sh sds,
t

005 = (55 5) " ((sh 6" )

En posant x = ch s, 'intégrale s’écrit
> 1
/ (z —cht) 2¥(x)dr,
cht
puis, en posant Vo(z) = (x — 1)¥(x) on obtient

sht > 1

T Jahi—1J, Vu(l+u)

L’intégrale ci-dessus a une limite quand ¢t — 0. Ceci montre que Wy a une
limite quand ¢ — 0, et que

Wo(t) Wo(cht+ (cht — 1)u)du.

We(0) = bnBo ().

En utilisant la propriété (i) on en déduit que toutes les dérivées d’ordre pair de
Wy ont des limites quand ¢t — 0. Par suite Wy se prolonge en une fonction de
Ce° ([0, 00). m
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Démonstration du théoréme 5.1.  Puisque l'algebre D(G/H) est engendrée
par O, et puisque

E(A) = >\2 - p27
il résulte du théoréme 5.3 que, pour tout D € D(G/H),

WD = ~p (%)Wﬁﬁ.

Soit D € D(G/H) et soit Fy la solution élémentaire causale de I'opérateur
vp(d/dt) : Ey est une distribution sur R de support contenu dans [0, 00|
vérifiant

d

Soit E la distribution sur M = G/H définie par

nv¥n

<E7f>:

Le support de E est contenu dans {z > x¢} et

(DE.1)= (.01
= - (Eo, WD)
= — (was) ()

anby,

— - 5o(Mf) = f(a0). .

Exemple. Considérons l'opérateur différentiel invariant D =0+ al (a € C).
Alors

Yp(A) = \? — a2,
avec a? = p? —a et
sh(at
By(t) = v (i,

ou Y est la fonction d’Heaviside.
Pour n = 3, la solution élémentaire causale £ de D est une fonction
localement intégrable,

1 1 d
Blay-0) = 5 (57 57 ) Fol®)

1 ch(at)

= —Yit)——=.
2 (*) sht
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Pour n = 2, la solution élémentaire causale de E est aussi une fonction
localement intégrable,

1 [t ch(ar) g
- 7 dr,
T Jo vVcht—chrt

et s’exprime a I’aide de la fonction de Legendre,

E(at - zg) =

E(a; - ©o) = % Ps(cht),

avec s + % = «. En particulier, pour a =0, a = % ,

(B, f) =1 /{ | @
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