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Sur la conjecture de Corwin-Greenleaf

A la mémoire du Professeur Lawrence J. Corwin

Fujiwara Hidenori

Communicated by J. Ludwig

Abstract. Let G=exp(g) be a nilpotent Lie group, H=exp(h) a closed
subgroup of G. Let x=x; be a unitary character of H and 7= ind%x the
induced representation of G. Let us suppose that the multiplicities of the
irreducible representations occuring in the disintegration of = are finite. We
prove in this note the conjecture of Corwin-Greenleaf, which says that the
algebra D.(G/H) of the differential operators which commute with = is
isomorhic to the algebra C[I';]” under the condition that the H -orbits in

T, are of dimension <1.

Introduction

Il y a bien des années que la méthode des orbites a été lancée par Kirillov [15].
Cette méthode s’est révélée primordiale pour la théorie de représentations uni-
taires des groupes de Lie résolubles. On s’intéressait d’abord aux polarisations,
aux représentations induites correspondantes et y entassait des résultats fasci-
nants. Ensuite c’était des travaux de Benoist, Corwin-Greenleaf et Grélaud qui
faisaient une bonne base de départ pour étudier les représentations monomiales
plus générales.

Soit toujours G = exp( g) un groupe de Lie nilpotent connexe et simple-
ment connexe d’algebre de Lie g. Etant donnés un sous-groupe fermé connexe
H = exp(h), ayant l’algebre de Lie b, et son caractére unitaire x, on considere
la représentation induite 7 = indg x de G. Précisons notre facon de I'induction.
Soit (G, x) I'espace des fonctions (a valeurs dans les nombres complexes) sur G,
continues a support compact modulo H , et vérifiant la condition de covariance

Y(gh) = x""(h)v(g) (9€ G heH) (1)
La norme |[[¢| sur (G, x) définie par

lll? = /G @)
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dg désignant une mesure invariante fixée sur G/H, est G-invariante et ainsi G
agit de fagon isométrique par translations a gauche dans K(G, x). Nous obtenons
la représentation unitaire 7 = indgx dans le complété H,. de K(G,x). En
premier lieu on connait la désintégration centrale canon

"o /A@ m(m)mdp(r),

G

G indiquant le dual unitaire de G. On décrit cette formule en termes de la
méthode des orbites (cf. [5], [12], [16]). Soit g* l’espace vectoriel dual de
g. Pour [ € g* on définit la forme bilinéaire B; sur g x g par Bi(X,Y) =
[([X,Y]). On voit d’abord que le caractere y s’écrit sous la forme x(exp(X)) =
e FX) (VX €h), (i = v/—1) pour une certaine forme linéaire f € g* telle
que f([h,h]) = {0}. Introduisons lespace affine I', = f + ht de g*, ou
bt ={leg :1(h)={0}}.

Alors la mesure p est 'image par I’application de Kirillov g* — G d’une
mesure finie équivalente a la mesure de Lebesgue sur I';, et la multiplicité m(r)
est égale au nombre des H -orbites incluses dans Q(7) NI';, Q(m) désignant
Porbite coadjointe de G associée & 7 € G (cf. [6], [15]).

On se trouve dans 'alternative suivante: soit il existe un borne uniforme
pour toutes les multiplicités m(m) ou soit m(7) = oo pour 7w quelconque.

En second lieu, définissons une certaine algebre des opérateurs différen-
tiels. On note C°°(G, ) l'espace des fonctions C'*° sur G qui vérifient la relation
de covariance (1). Soit Diff(G, ) l'algebre des opérateurs différentiels qui sont
C* et qui laissent C>°(G, 1) stable. Notre objet a étudier, c’est D, (G/H) qui
se constitue des restrictions D|C*°(G,7) de D € Diff(G,7) commutant a la
translation & gauche de G dans C*°(G, 7).

Décrivons d’abord D, (G/H) en t(cf. [7]). Pour A € U(g), on note R(A)

son action a droite. On définit:
U(g,7T)={AcU(g): R(A) laisse C*°(G, 1) stable },
ar : le sous-espace vectoriel de U(g) engendré par Y +if(Y)(Y € b),

U(g)a, : Tidéal gauche de U(g) engendré par a..

Alors il se trouve que
U(g,T) ={AcU(g):[Y,A] € U(g)a,,VY € b}

et que l'application A — R(A)|C*(G, ) nous donne un homomorphisme de
U(g,7) sur D, (G/H) avec le noyau U(g)a,. En somme,

D-(G/H) ~U(g,7)/U(g)a-.

Corwin et Greenleaf se proposent la question suivante (voir aussi [9], [10], [11],
[18] dans un contexte général): quand est-ce que D, (G/H) est-elle commutative?
La commutativité de D.(G/H) est-elle équivalente a la finitude des multiplicités
m(7)? Leur premier résultat dit:
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Théoréeme 1 ([7]). Si m(m) < oo w-presque partout, D.(G/H) est
commutative.

En examinant de pres la démonstration du Théoreme 1 et bien des
exemples, ils posent la conjecture: si m(m) < oo p-presque partout, alors
I'algebre D, (G/H) est isomorphe & C[T';]# | I'algebre des fonctions polynomiales
H -invariantes sur I',. C’est ce que nous appelons ”la conjecture de Corwin-
Greenleaf”. Peu apres ils y ont apporté une réponse affirmative. Supposons

(i) m(m) < oo p-presque partout,

(ii) il existe une polarisation b commune pour p-presque toutes [ € I';
telle que h normalise b.

Sous ces conditions, dont la deuxieme est assez génante, ils établissent
le:

Théoreme 2 ([8]). Sous les hypotheses (i), (ii), lalgébre D, (G/H) est
isomorphe a C[T';]7.

Tres récemment Baklouti [2] vient de redémontrer le Théoreme 2 comme
une application de ses résultats sur un opérateur concret d’entrelacement entre
7 et sa désintégration.

Nous nous sommes proposés dans [14] d’étudier les deux théoremes et
la conjecture dus a Corwin-Greenleaf par une méthode toute différente de la
leur, et y avons redémontré le Théoreme 1. Nos raisonnements se basent sur la
formule de Plancherel pour 7, et suivent ceux de la seconde moitié de la these
de Benoist [1].

Cette note succede [14] et établit en des cas bien particuliers la conjec-
ture de Corwin-Greenleaf dans notre ligne de recherches. Ce travail a été entamé,
lorsque ’auteur passait un mois en 95 a I’Université Paris VI. Il remercie vive-
ment le Professeur David Wigner, I’Université Paris VI et tous ses collegues de
Paris pour leur hospitalité. Il tient a noter qu’il a profité de discussions avec
Michel Duflo et Charles Torossian.

Rappels

Rappelons brievement ce qu’on a fait dans [14]. Pour une représentation
unitaire p de G, on note H,, H;° et H,> respectivement I'espace de Hilbert
de p, 'espace des vecteurs C>° de p et I'antidual de H7®. Pour a € Hljfoo et
b€ HF>, on note (a,b) I'image de b par a. Donc (a,b) = (b, a).

On revient maintenant a la désintégration

S
T = indﬁx:/@ m(m)wdu(r),

et on suppose désormais que m(m) < oo p-presque par Plancherel pour 7 ([13]).
Soit D(G) V'espace des fonctions C'°° a support compact sur G. Pour ¢ € D(G)
on construit un élément ¢X de H2°:

$X(g) = /H b(gh)x(h)dh (Vg € G),
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dh dénotant une mesure de Haar fixée sur H. Alors la formule de Plancherel
due & Penney [17] se décrit pour 7:

m(ﬂ'

/ o, ab)du(r) (Vg € G), 2)
G

k=1

ol ¢4(z) = ¢(gz) pour tout = € G. Ici les distributions tempérées a¥ appar-

tenant a

(H7)EX = {be H_>® : w(h)b= x(h)b,Yh € H}

sont obtenues comme suit. L’orbite coadjointe Q(7) de G associée & 7 rencontre

p-presque partout I'; en un nombre m(7w) de H-orbites, soient wl,- w? ),
On prend | € w* et une polarisation b en [ pour réaliser ™ = md BXI, ou

B = exp(b) et ot x;(expX)=e*X) (VX € b), ce qui nous permet de déerire ak

explicitement: il existe une mesure invariante dh sur l’espace homogene H/HNB
telle que

(ak ) = / ONOL (3)
H/(HNB)

quelque soit ¢ € H>°. Maintenant si I'on applique R(X)(X € g) a (2), un
simple calcul nous amene (cf. [14]) a

m(7r

(R( /G ok, m(X)ak)du(r) (Vg € G).

k=1
D’ou, pour X € U(g,T) on a

m(7r

(R( /G oF)dp(r) | (4)

k=1

pour tout g € G. Pour suivre le chemin de Benoist, on espere bien que
7(X)ak(X € U(g, 7)) est un multiple de a¥. En effet, notons g(I)(I € g*) le
noyau de la forme bilinéaire By, a savoir g(l) ={X € g: Bi(X,Y) =0,vY € g}.
Soit @ ensemble des [ € T'; telles que h + g(I) soit un sous-espace lagrangien
pour B;. On voit que @ est un ouvert de Zariski de I'.

—VHx oy e @
est associée a lorbite G -1, par la formule (3). Alors pour tout X € U(g,T),
m(X)a(l) est un multiple de a(l), c’est-a-dire qu’il existe un caractére \; :
U(g, 7) — C tel que

Lemme 1 ([14]).Pour 1 € Q, on construit a(l) € (H

Xa(l) = 7(X)a(l) = \(X)a(l)
pour n’importe quel X € U(g, 7).

On en a retrouvé le Théoreme 1 comme corollaire. A chaque X € U(g, 7)
on associe ainsi une fonction Px sur () définie par

Px (1) = Mi(X).
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En utilisant un opérateur d’entrelacement, on voit facilement que la fonction Px
est H-invariante. En fait, Px ne dépend pas du choix de la polarisation qui
réalise la représentation irréductible 7 associée a 1'orbite G -1 (cf. [13]). De plus
il résulte de la formule de Plancherel pour 7 que 'homomorphisme

D-(G/H) ~U(g,7)/U(g)ar 3 [X] — Px

est injectif, ici [X] dénote I'image canonique de X. On est arrivé jusqu'ici
dans [14].

Vers la conjecture

Pour atteindre la conjectu suivantes:
1) La fonction Py s’étend-elle en une fonction polynomiale sur I';?
2) Si 1) est le cas, ’homomorphisme

U(g,m)/U(g)ar > [X]— Px € C[I]"

est-il surjectif?

On désigne par S(g) lalgebre symétrique de g¢ et en considere des
éléments comme fonctions polynomiales sur ig*,i = v/—1. Alors C[I';]* s’identi-
fiea (S(g)/S(g)ar), ensemble des vecteurs H -invariants sous I’action adjointe.
On a donc dun coté (S(g)/S(g)ar), et de l'autre coté U(g,7)/U(g)a, =
U(g,7)/U(g)a;) T, et les questions 1), 2) reviennent & dire qu’on y cherche un
isomorphisme par

(U(g,7)/U(g)ar)" 5 [X] = Px € (S(g)/S(g)ar)".
Donc, notre question fondamentale est:

Question 1. Etant donné X € U(g, 7), comment calculer la fonction Px () sur

Q7

Comme G est nilpotent, la symétrisation

B:S(g) = U(g)

nous sera peut-étre utile. En effet, c’est le cas pour les espaces symétriques
(cf. [1]). Si X € U(g,7) est de degré inférieur ou égal 1 dans U(g), alors
X =AMV +aavec W € get \,a € C, tels que [h, W] C hy = h N ker(f).
Donc W € h+g(l) pour tout | € Q, comme b+ g(l) est lagrangien. On calcule:

(Px(Na(l), ¢) = (Xa(l),¢) = (@a(l), ¢)
—(a(l), W) = (@a(l), ¢) - X/ (L(W)@)(h)x s (h)dh,

H/(HNB)
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ot L représente 'ac H' = exp(h’), la derniere intégrale s’identifie &

/ TSR R dh = (W) / Sl
H'/(H'NB)

H'/(H'NB)

— W) /H oy N

A savoir,

Px(Da(l) = (a = Ml(W))a(l) = 6~ (X)(il)a(l),

ie. Px(l) = (~1(X)(il) pour | € Q. Lorsque X € U(g) appartient au centre

3(g) de U(g), le résultat de Kirillov dit qu’on vérifie Px(l) = f—1(X)(il) pour
l € Q quelconque.

Exemple. Soit g = (X,U,V, E, Z)r avec les crochets non-nuls: [U, V] =
E, [X,U] =V, [X,V] = Z. Donc le centre 3 de g est égal & RZ 4+ RE.
Soient f = E* et h = RX +RE. Sil'on prend A = 2UZ —V? et W =
A — 2EX, on constate que [h, A] = {0} et que W € Z(g). Pour [ € T',,
ona g(l) =3+R(X —U(Z)U +1(V)V) et cela entraine que 7 = ind$y est
a multiplicités finies. On voit que A et W sont deux représentants du méme
élément de D.(G/H) ~U(g,7)/U(g)a, et que

Aa(l) = Wa(l) = 871 (W)(il)a(l) = 5~ (A)(i)a(l) = ((V)* = 2U(Z)U(U))a(l).

Par suite,
Ala(l) = Woa(l) = (I(V)* = 20(2)I(V)) a(l) = B~ (W?)(il)a(l)
puisque W? € Z(g). Un calcul direct dans S(g) nous donne pourtant que
BHA% = (2UZ - V*)? - 2722 E>

D’ou

APa(l) # B~ (A%)(il)a(l).

Cet exemple nous oblige, si nous voulons nous servir pleinement la symétrisation
G, qu’il faut bien choisir un élément représentatif dans U(g, 7)/ et méme y faire
intervenir une partie de b.

Pour le moment nous allons faire attention aux générateurs rationnels
de D,(G/H) introduits dans [7]. Soit g, un idéal de codimension 1 dans g,
et qui contient h. On suppose que presque toutes les H-orbites dans I'. sont
non-saturées dans la direction (go)*. Ecrivons g = RX + g,, et considérons
une strate £ dans g* telle que £ N T, soit un ouvert de Zariski de I',. Alors
il existe (cf. [7]) A=XU+V € U(g,7) avec V € U(gy) et U € U(gy, T0), ou
To = indfl,0 X tel que *A soit £-central, i.e. 7(*A) opere scalairement dans H2°
pour 7 associeé & [ € £. Ici, A dénote I'image de A par I’anti-automorphisme
principal de U(g). Si 'on introduit un drapeau de sous-algebres:

b=t Ct CbC---Cl,y Ct =g, dim((t;/8_1)=1,
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(pour 1 < j < p = dim((g/h)), on construit un tel élément A; a chaque étape
t; ol se réalise la situation décrite plus haut. Ces éléments A; forment une
famille de générateurs rationnels de U(g, 7). Maintenant on se donne un élément
E-central A € U(g,7). Pour W € U(g) arbitraire, on a d’apres la formule de
Plancherel; pour tous ¢ € D(G) et g € G,

m(7r

(RO, ADNg) = [ S (r(0, a7 Al ()
G k=1
m(ﬂ'
/ m WAaz) — (‘A (¢g)az, Waz))du(r)
G k=1
m(m)
/ Z (Pa(l) A(l))(m ((/59) afydu(r) =0
G k=1

Cela veut dire que [W, A] € U(g)a,. On est ainsi amené a considérer
J={Acl(g,7):[V,A]=VA- AV € U(g)a,,YV € U(g)}.

Alors, on voit que, X; étant des éléments de g,

[AleXQ' m]—zXl ] 1AX] j—|—1"'Xm

= ZXl s Xi_1<ad[A, XZ])(XZ+1 s Xm) mod Z/{(Q)CL;—
= ZXI .. 'Xi—lXiXi—i—l .. 'Xj—l[[A7Xi]7 Xj]Xj—‘,—l .. Xm mod Z/{(g)aT,

ot X; signifie ’absence de X, et donc inductivement que
[[--[[4, X1], Xo] -], Xin] € U(g)ar
En d’autres termes,
J={Acl(g,7):(adXy)- - (adX,,)(A) e U(g)a,, VX, € g,Vm € N}.
En spécialisant la question 1, nous laissons les:
Question 2. Pour tout A € Z =7 NU(g)a,, 3 1(A)(il) =0Vl € Q)?

Question 3. A-t-on Px(l) = 3-1(X)(il)(I € Q) pour tout X € J?

Si 'on quitte la symétrisation [ et si I'on se propose d’avancer vers la
conjecture de Corwin-Greenleaf par récurrence sur dim((G)+dim((G/H), le cas
essentiel est celui ou dim((3) = 2 et dim((hN3) = 1 tel que f(hnNyj3) # 0.
Ici on convient de noter 3 le centre de g. De plus, il n’existerait aucun idéal
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de codimension 1 pour lequel p-presque toutes les G-orbites sont saturées. En
effet, sl existe un tel idéal contenant b, le théoreme 5.4, (b) dans [7] nous assure
qu’il ne nous reste rien a faire. D’autre part, si p = hnN 3N ker(f) # {0}, on
peut descendre au quotient g/p auquel s’applique ’hypothese de récurrence. Par
contre si dim((3/(hN3)) > 2, soient 771, Z5 deux éléments centraux linéairement
indépendants modulo h N 3. Posons h; = h +RZ;(j = 1,2). Si I'on applique
I'hypothese de récurrence a by, et si 'on fixe la valeur {(Z;) dans @, la fonction
Px(l), X € U(g,T), doit étre polynomiale, ce qui veut dire que le dénominateur
de la fonction Px(I) ne contient que la variable [(Z;) sur I';. De méme pour
Zs. Par conséquent, Px(l) se trouve polynomiale.

En ce qui concerne la surjectivité de 'application qui envoie X € U(g, 7)
sur Px(l) € C[T,]7 ~ (S(g)/S(g)a;), on se place pour le moment dans le cas
ot 3 ¢ hetsoit 0# Z €3\ (hnj3). Posons h' = h+RZ, H = exp(h’)
et 7, = ind$x; avec a = I(Z). Etant donnée une fonction polynomiale F(I)
dans C[[';]f, il existe W, A € U(g,7) tels que F(I) = Py (1)/Pa(l), car 'im-
age de 'application en question engendre rationnellement I’algebre C(I';)¥ des
fonctions rationnelles H -invariantes sur I'; (cf. [7]). L’hypotheése de récurrence
appliquée a 7, nous dit qu’il existe Y, € U(g, ) vérifiant F(I) = Py_(1). En
prenant une base {X; }] 1, d = dim((g/h), supplémentaire a h dans g et en
convenant d’écrire X! = X“X7’2 . -Xéd pour le multi-indice I = (iy,12,--iq),
on écrit

W= e, X720 =Y e, X (—il(2))" + V(Z +il(Z))(crp € C)

I,p I,p

et A=Y, as4X7Z%az, € C) modulo U(g)a,. Do

ZC]’pX —Zl p_ Zajq _Zl ))q>Ya+Va(Z+il(Z))a

Zajq (=il(2))")Ya + (Vo + V)(Z +il(2)),

i.e.

Zan i)Yy 4+ (Vo + V)(Z +ia)
Zajq (—ic) )Ya—l—f/a(Z-l—ia),

ou Y, ne contient pas Z. On en déduit que Y, est rationnelle par rapport a «.
La substitution Z = —ia nous amene a

WZ—_Za: ZCLJQ —wz )Ya.

On en voit que Y, reste vrai rationnelle en o seulement si A possede un facteur
polynomial uniquement de Z. Si Y,, est polynomiale en «, on fait la substitution
a — iZ pour obtenir un élément Y de U(g) tel que W = AY. On en déduit
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Py = F et que Y € U(g,7), ce qui veut dire que F appartient a 'image de
I’application P.

Lorsque dim((h/(hN3)) > 2,, soit 3 = (hN3) + >_;RZ; avec une base
{Z;} supplémentaire & hN3 dans 3. On se donne X € (S(g)/S(g)a;)? . D’apres
ce qu'on vient de voir et I'hypothese de récurrence, il existe deux polynomes
Pi(Z1), Py(Zs3) tels que Pi(Z1)X = Pw,, P2(Z2)X = Py, avec certains Wy,
Wo € U(g, 7). Alors Pi(Z1)Ps(Z3)X € C[I';]H est associé a la fois & P (Z1)Ws
et & Py(Zo)Wi, ie. Pi(Z1)Wo = Py(Z2)W; mod. U(g)a,. Silon exprime
W1, Wy au moyen d’une base supplémentaire a h dans g, Wy est divisible par
Py(Z3) et Wy lest par P1(Z1). Cela signifie qu’il existe V' € U(g,7) tel que
Wy = Py (Z5)V, Wy = P1(Z1)V. Dou X = Py.

Supposons maintenant qu’il existe un idéal g, de g vérifiant

b Z g9, dim((g/gy) =1

et que p-presque toutes les G-orbites coadjointes soient saturées dans la direction
(gg)*. Soit T € b tel que g = RT + go. On sait que chaque | € T, générique
possede une polarisation b contenue dans g,. Posons h, = hnNg,, Hy =
exp(hy), Go = exp(gy), lo = g, € 95 et mo = inngXlo. Il s’ensuit que
To = indgg Xfo (ot fo = fg, ) est a multiplicités finies.

On peut copier la démonstration du théoreme 1 dans [14] pour montrer
que Px(l) € C[T]¥ pour tout X € U(g, 7). Inversement, soit F(I) € C[I',]H.
Dans le cas présent F'(I) s’identifie & un polynéme H -invariant F'(lp) sur I';, =
fo+hy C g&. Par Ihypothese de récurrence, il existe X € U(gy, 70) tel qu'on ait
Px (lp) = F(lp) pour ly € I'y, génériques. Plus précisément, pour Iy € I';, telles
que le sous-espace h, de g, s’avere lagrangien relativement a la forme bilinéaire
By, . Pour tout t € R, on pose h(t) = exp(tT) et X(t) = Ad(h(t))X € U(gy,T0)-
Notons Qo I'ensemble de telles Iy € I';, .

Vu la formule (3) qui nous donne la distribution ag(lp) € (H; )X (I €
Qo) , on voit que

Wo(m)aoao) = 7T0<X)a0(h(—t) . lo) = F(h(—t) : lo)a()(lo) = F(l)ao(lo)

S’il en est ainsi, d’apres la formule de Plancherel pour 7, on confirme que
I’application
Rot— [X(t)] S u(QO: TO)/u(gO>aTo

est constante. D’ou, en dérivant en ¢, on prouve que X € U(g, 7). Ensuite en
appliquant X a a(l), on peut passer comme dans la démonstration du théoréme
1 de [14] la premieére coordonnée par rapport a 7' dans l'intégrale (3) de a(l),
ce qui nous fournit Px(l) = F(I) pour [ € Q. On vérifie ainsi la surjectivité de
I’application en question.

De tout ce qu’on vient de voir, si nous employons ce chemin de raison-
nement par récurrence, le cas essentiel est celui ot dim((3) = 2,dim((hNz) =1
et ou f(hNjy) # {0}. Soit 3 = RZ 4+ (hN3). On peut supposer par récurrence
que, pour tout W € U(g, 7), il existe un polynéme F(Z) = Fy(Z) de Z tel que
F(Z)W corresponde & un polynéme dans C[I',]*. De plus, soient g, un idéal de
codimension 1 et X € g tel que g =RX 4 gy, h C gy. Dans le cas ou p-presque
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toutes les G-orbites coadjointes sont non-saturées dans la direction (gy)*, on a
un élément £-central A = XU + V remarqué plus haut dans U(g, 7). D’apres
I’hypothese de récurrence appliquée a U € U(ggy, 70), ou 19 = indfl0 x, U cor-
respond & un polynéme dans C[I';,]. Soit donc Py (1) = (I1(Z)J)(il)(l € Q)
avec un certain polynéme I(Z) de Z et un certain J € S(g) dont la restriction
a I'; n’admet aucun polynome de Z. Siencore P4(l) est polynomiale en [ € @,
c’est le cas par exemple si A € Z(g), alors en utilisant la récurrence sur le degré
de W par rapport a X, on peut choisir comme F' un exposant de I, i.e. il ex-
iste un entier non négatif m tel que I(Z)™W corresponde a un polynéme dans
C[T, 7.

Comment peut-on effacer le facteur I(Z)™? Nous allons en voir un
exemple, c’est-a-dire le cas ou dim((h) = 1.

Certains cas particuliers

Nous allons établir dans ce qui suit la conjecture, lorsque dim((H-)I <1
pour [ € I'; générique. Traitons d’abord un cas particulier.

Assertion. Si dim((h) =1, alors la conjecture s’établit.

Démonstration . On montre d’abord que Px(l) est un polynéme pour tout
X € U(g, 7). Commencons par choisir une polarisation b(l) en chaque [ € Q.
Alors codim(b(l)) < 1 et [g,g] C b(l). Evidemment il suffit de supposer que
la codimension de b(l) = 1 pour toute | € Q et que g = >, ,b(l). Posons
80 = ieg b(l) et d = codim(gy). On a [g,g] C go. Si d =1, alors g, est une
polarisation commune a toutes les [ € 0, ce qui entraine le résultat comme on
le verra plus tard. Supposons désormais que d > 2.

Supposons d’abord h C go. Il s’ensuit que [gg,80] C (g ker(l) C
h = RY . En fait, il suffit de supposer que h n’est pas central dans g, ce qui
entraine que [gq,go] = {0} car [gy, go] est un idéal de g. Soient {Xi,---, X4}
des éléments de g, linéairement indépendants modulo g,. Cela entraine que
g = (E?Zl RX;) + gy et que W; = [X;,Y] (1 < j < d) sont linéairement
indépendants. En effet, si W € g vérifie [W,Y] =0, W appartient a b(l) pour
toute | € @ et donc a gy. Soit n = (Z?:Q RX;) + go-

On constate aussitot que

XjWk — Xij € Z/l(Q)

sont H-invariants. D’autre part, la distribution de Penney s’écrit, e étant
I’élément neutre de G,

a(l) : ¥ (e)
pour 1) € H®, ot 7 = m = ind$x; avec B = B(l) = exp(b(l)), et il est

T )
immédiat que

Ua(l) = il(U)a(l), YU € b(l).
Comme [(Wy)X; — (W;) X}, € b(l) pour tout 1 < j, k <d, il s’ensuit que
(X;Wi = XiWj)a(l) = i(l(Wk) X; — L(W;) Xi)a(l)
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= —(I(W)l(X;) — L (W)UXk))a(l) = B~H(X; Wi — X W;) (il)a(l).

Supposons maintenant que h ¢ g,. Remarquons que g, est abélienne. Il résulte
de d > 2 que g # b+ gy, et prenons un idéal n de codimension 1 tel que
h+go C n. Soient g = Re; +n et h = RY . Posons inductivement e;; = [V, €;].
Soit k le premier entier positif tel que e;py; = 0. On peut choisir e; de telle
facon que k > 2 pourvu que g soit non-abélienne. Si £ = 2 pour n’importe
quel e, L = adgY vérifie L* = 0. Side plus L =0 sur g, qui contient [g, g],
p = b+ g, devient un idéal abélien de g. Quitte a remplacer b(l) par une autre
qui contient p, on se ramene au cas précédent. Supposons donc que L # 0 sur
go- Soit é3 € gy tel que é4 = [Y,é3] # 0. On en déduit que X = e1é4 — €263
dans U(g) est H-invariant. Soit maintenant k& > 3. On définit X € U(g) par

X =2eje;, —2esep_1 + 2esep_o —2e4€)_3+ -+ 2€m_1€6m+3 — 2€mEmy2 + 672714-1
si k =2m + 1 est impair, et
2k 4

k—2 k—3 —4 3 k-5 k—6
X =eie] ~ —esep_1€] " +ezej_ep /2 —eqer_je. 7 /3 +ese; e /4]

— e —ep gl e (k= 3) 4+ ef T/ (k= 3)(k - 1)

si k = 2m est pair. Ici,

(a(l),¥) = /R Y(exp(tY))eitf V) dt

et, R désignant I’action a droite,

(Xa@). o) = [ (RO exp(V) T

D’autre part, pour presque toute [ € I'; il existe a(l) € R tel que e;1 — a(l)Y
appartient a g(l) et 'on a

/R (Rle))(exp(tY )™ )t = / (Rler — a(l)Y i) (exp(tY))e*! i

+a(l) / (R(Y)0) (exp(tY)) e Ot
= (iller = a()Y) = ia()f(¥) [ vlesp(e)e/ e

= —il(ey) /Rlﬂ( exp(tY))e M dt = (—il(e1)a(l), ).
Donc on vérifie que
Xa(l) = 7Y (X)) (il)a(l) ie. Px(l) = B=1(X)(il).

Maintenant pour W € U(g, 7) quelconque, on écrit W = Z;:o X{Vj (sihCagp)
ou W = Z;ZO eV (si b ¢ go) avec certains V; € U(n) (0 < j < 7) et on va
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montrer que Py (1) est une fonction polynomiale. Cette assertion se montre par
récurrence sur le degré r de W par rapport a X (resp. e1). Si r =0, il suffit
d’appliquer I’hypothese de récurrence a n.

Puisque V, € U(g,7), on a que Pxry, () = Px-(I)Py.(I) (on X =
XiWy — XygWh si b C gy) est un polynéme d’apres I'hypothese de récurrence
et comme WWJ] — X"V, (resp. Wej — X"V, ou We,]; — X"V, pour un certain
entier non-negatif p) dans U(g, ) est de degré inférieur a r par rapport a X,
(resp. e1), (Wa(il))" Py (1) (resp. (€4(—il))" Pw (1) ou (ex(—il))P Py (1)) est une
fonction polynomiale. En fin de compte, Py () est une fonction rationnelle dont
le dénominateur est un facteur de (Wy(—il))" (resp. (é4(—il))" ou (ex(—il))P).

Allons utiliser encore une fois la formule de Plancherel. La décomposition
centrale canonique de 7 est équivalente a une autre (cf. [16]):

T o / mdi(l),
r,/H

et conformément a cette décomposition, la formule de Plancherel pour 7 se décrit:
0= [ @) a)didi)# € DG)
r./H

ol w dénote H -orbite passant [ € ) C I'; et ou a,, est la distribution de Penney
correspondante. Il en vient que, pour tout X € U(g, 1),

/ (R(X)$¥)(9)9X(9)dg = R(X)(¢* x §)X(e) = / Px (D) |lm(¢)ac | *djai),
G/H r,/H

ou ¢*(g9) = ¢(¢g1)(Vg € G). En y substituant X = W™ (¥m € N), on voit

/ (ROW™)6%)(9) 9 (9)di = / Pove (D)l me(8)au| Pdii)
G/H r,/H

- / S BOEO) ()0 Pdad) (5)

otl Fy(I) est un polynéme en I, et ot Fo(l) = (Wa(—il))” (resp. (é4(—il))" ou
(ex(—il))P") avec un certain entier non-négatif ' < r (resp. ' < r ou p’ < p).
La mesure i de désintégration étant une n’importe quelle quasi-image de la
mesure de Lebesgue sur I'; = f+h*, quoique ce choix de [t entraine évidemment
d’autres normalisations de mesures, 'intégrale du dernier membre de la formule
ci-dessus doit étre divergente pour m assez grand s’il y reste le dénominateur, ce
qui entraine une contradiction cherchée. C’est ainsi qu’on vérifie que la fonction
Py (1) est polynomiale. On en verra le détail plus tard.

Examinons maintenant la surjectivité de l'application U(g,7) > X +—
Px () € C[T';]*. Fixons une suite d’ idéaux:

{0}=90Co1C - Cgyy Cg,=gdim((g;) =7(0=<j<n).
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Soit jo l'indice tel que h ¢ g; _; mais h C g, . Prenons des éléments non nuls
X;(j # jo) tels que X; € g; \ g;_1 et posons m = > ., RX;. Alors m est
un sous-espace invariant pour adh et supplémentaire a h dans g. C’est-a-dire
que le couple (g, h) est réductif. Ainsi chaque X dans (S(g)/S(g)a,)" ou dans
U(g, 7)/U(g)a, = U(g)/U(g)a, ) admet un élément représentatif H -invariant
dans S(m) ou A(S(m)).

Parmi les multi-indices I = (iy, -, %jy41,%j—1,"-,%1) de longueur n —
1, on introduit 'ordre lexicographique, i.e.

I<J= (j?"m'"7jj0+17jj0—17"'7j1) > ip :jnf"?ik-l-l :jk-l-l?ik <jk7'
On dit qu’un monome

in bjo+1 yrtio—1 i1
Xy X0 X0y - X (e € C)

est d’'indice I = (ipn, -, 441, %jo—1, - -, 01) et convient que I'indice d’un élément

X = erX! =) ey X X X (er € C)
I I

de S(m) signifie celui le plus grand des monomes apparaissant dans X. On
obtient la surjectivité par récurrence sur l'indice. Soit X = >, ¢/ X! € S(m)#
d’indice Iy. Prenons X’ € S(m) tel qu’on ait X (1) = X'(il) pour [ € g*. Alors
X', et donc B(X’) € U(g) est H-invariant et il nous donne un polynome Py 57

sur I'; qui est H -invariant, & savoir FjB(T) € (S(m)/S(m)a;)H. Si I'on prend

dans S(m)# un élément représentatif P/B(F) de Pﬁ(?)v on constate que l'indice
de X — FN’B(F) est plus petit que celui de X . D’apres ’hypothese de récurrence
il existe W € U(g, ) tel que

Pyw(l)=(X-P

50 (1) = (X = Py (DL€ T5),

Enfin X = Pw+ﬁ(7).
c.q.f.d.
Nous allons généraliser un peu ce résultat. On considere d’abord le cas,
ou dim((h/(hN3)) < 1. Il est immédiat qu’on peut supposer que dim((h/hN3) =
1. Soient h =RY +(hN3) et hNz = ®;_;RZ;. En faisant attention a I’élément
Y, on prouve comme dans le cas ou dim((h) = 1 que, pour tout V € U(g,7),
Py (1)1 € Q) s’étend en une fonction polynomiale sur T .
Pour montrer la surjectivité de 'application qui associe a V € U(g, ) la
fonction Py (1) € C[I';]*, nous prenons un drapeau d’ idéaux

hbNy=8 Ct C---Ct,_q1 Ct, =g dim((¢/t_1)=11<j7<m).

Soit jo le premier indice j tel que Y € £;. Pour chaque j différent de jo, on
extrait un X; € & \ €&;_1. Etant donnée F(I) € C[I';]" ~ (S(g)/S(g)a;), on
choisit un élément représentatif W € S(g) vérifiant [W,Y] € S(g)a; et

. Z I _ Z i 1jo+1 ylig—1 i1
W— CIX — CIXT)’;VL“.X]Q—Fl on_l "'Xl .
I I
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Alors [Y,W] € S(g)p, ot p =5 7_,C(Z, —if(Zy)). Dot B(W) € U(g,T), ce
qui nous permet de raisonner comme dans le cas ou dim((h) = 1.

Avancgons encore d’'un pas. Supposons que la dimension des G-orbites
génériques passant par I'; est égale a deux. Soit b(l) une polarisation en [ € I';
générique, et posons comme avant g, = Miegb(l). Alors tout comme avant,
dim((g/b(l)) =1, et l'on peut supposer que g, est un idéal abélien de g.

Nous avons remarqué plus haut que, si nous nous proposons de démontrer
la conjecture de Corwin-Greenleaf, nos raisonnements précédents nous ramenent
au cas ou dim((3) = 2, dim((3 Nh) = 1 et ou f ne s’annule pas sur 3 N
h. Cette réduction est aussi faisable dans notre cadre, c’est-a-dire qu’en gar-
dant I’hypothese sur la dimension des orbites génériques apparaissant dans la
désintégration de 7. Soient h N3 = RE, f(E) =1 et 3 = RE + RZ. Prenons
Y eg\j tel que [Y,g] C3.

Si dim(([g, Y]) = 1, on peut raisonner comme dans le cas o dim((3) = 1.
Supposons dorénavant que dim(([g,Y]) = 2, i.e. 3 = [g,Y] et fixons deux
éléments X1, Xo dans g vérifiant [X;,Y] = F, [X5,Y] = Z. On voit que
i =RY +}; est un idéal abélien de g et qu’on peut supposer que b(l) est contenu
dans 'orthogonal i’ de i relativement & la forme bilinéaire B;. Cela implique
que b(l) =i' ={X e g: [([X,i]) = {0}} pour | € Q et par suite que g, concide
avec le centralisateur de i dans g.

On se trouve dans 'une des deux éventualités suivantes: (i) h C gq; (ii)
h ¢ b(l) pour presque toutes [ € I';. Dans le cas (i), pour [ € I'; générique on a
Y € h+g(l) et la substitution Z — —il(Z) étant faite dans chaque U € U(g, 7),
le dernier se trouve dans U(i') car l'orbite G -1 est saturée dans la direction
(i, Ceci posé, U s'écrit

U=> aliZX1—Xo)"Up + A= er(l(2)X1 — X2)*U + A+ V(Z +il(Z))
k=0 k=0

avec certains ¢, € C,U, € U(gy) et A € U(g)a,.

D’autre part, la distribution de Penney a(l) pour m = m; = indg(l)xl,
ou B(l) = exp(b(l)), s’obtient par la formule: (a(l),®) = (e) quel que soit
1 € H®. Tout cela nous permet de calculer

Tall),9) = -1 @NiD) (all), 9), i.c. Tal) = 6 @)(il)a(l),

ce qui signifie que Py (l) = 3-1(U)(il) est une fonction polynomiale sur Q.

Soit toujours h C g,. On a U(gy) C U(g,7) et si 'on pose V =
Xo—iZ X, € U(g), on constate que Va(l) = V(il)a(l) pour | € Q. Cela implique
V € U(g, ) et par suite que V € S(g) nous donne une fonction polynomiale H -
invariante sur I'; , appartenant a I'image de I'application U(g,7) > X — Px(l) €
CIT,)H ~ (S(g)/S(g)ar) . Pour montrer la surjectivité en question il nous suffit
maintenant d’utiliser I'induction sur le degré par rapport a Xs des éléments de
(S(g)/S(g)ar)" .

Nous nous plagons dans le cas (ii). Soit d’abord dim((h/h N gy) = 2.
D’une part chaque classe de U(g, ) admet un élément représentatif W € U(g,)
et d’autre part, étant donnée | € @, il existe X € b tel que g = RX + b(l)
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avec la polarisation b(l) = i’ en [, ce qui nous donne la formule (a(l),v) =
Jg (exp(tX))etf (X)dt pour tout ¢ € HyY. On en déduit

(Wa(l), ) = / ROV)) (exp(i X)) Xt

= W(il)(a(l),v) = B~ (W)(il){a(l), ),

d’ott Py (1) = p~1(W)(il) s’étend en une fonction polynomiale sur I'; . De méme
pour la surjectivité de ’application

U(g)/U(g)ar)T =U(g,7)/U(g)ar > [X] — Px(l) € C[L-]7

Toute F(I) € C[[;]” admet un élément (représentatif) V € S(g,) tel que
F(l) =V (il) et que [h, V] C S(gy)a,. Comme g, est abélienne, 5(V) € U(g, 7)
et puis

(B(V)a(l), ) = V(il){a(l),$)(l € Q)

quel que soit ¢ € H3°, c’est-a-dire que P-(l) = V(il) = F(I) sur I';. Finalement
soit dim((h/(hNgy)) = 1. Prenons un élément X € g vérifiant

Alors, chaque classe de U(g, 7)/U(g)a, (resp.(S(g)/S(g)ar)) admet un élément
représentatif W de la forme

W = ZXjUjan € U(go) ~ S(go)

J=0

tels que U; ¢ U(g)a, (resp. S(g)ar). Sim > 1 et si hngy # {0}, on calcule
pour V € hNgy: [V,W]=mX™ U, [V, X]+ A avec un certain A dans U(g)
(resp. S(g)) dont le degré par rapport & X est tout au plus m — 2 (dans le
cas ot m = 1, on convient que A = 0). Pour que [V, W] appartienne a U(g)a,
(resp. S(g)a;), il faut que [V, X] tombe dans p = hN gy, N ker(f). Cela exige
que p soit un idéal de g. On peut donc passer au quotient g/p si p # {0}, et se
ramener au cas ou dim((h/(hN3)) <1 si p={0}.

Nous finissons par examiner plus en détail I'intégrale (5) dans notre cas.
On garde les notations. Un simple calcul nous montre (cf. [13])

(m1(6).) () = /B o P @) € D@ € €)

et donc

12
m@ali, = [ |f S (gbYa()a| d.
: G/B() ' JB)/(B()NH)

De ce qui avait précédé, on peut supposer dans la formule (5) que Wy (resp. éy4
ou ey ) appartient & h + 3 mais non pas a h et ensuite que, quitte a remplacer
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Zejz\(bNn3), Fr(l) =1(Z) (I € Q) avec un certain entier r non négatif. A
Savolr:

) (e T F() \m Sy
| L BOV™)0) ()5 g = / o Gy Im@aPapim e ny - ©

avec un polynome F(I). Pour déterminer la mesure fi, calculons les deux
membres de la formule de Plancherel:

/ 6%(g) 2y = / Imi()au | Pdi) (7)
G/H

r,/H

pour toute fonction test ¢ € D(G). Soient g un sous-espace supplémentaire a
go N (h+3) dans g, et {X, X’} une base supplémentaire a g, dans g. On va
introduire dans G un systeme de coordonnées.

Nous nous plagons d’abord dans le cas (i), i.e. h C g,. Ici, nous
choisissons par exemple X’ = X; et X = X5. Alors tout élément g € G s’écrit
d’une fagon unique sous la forme g = exp(x1X1)exp(x2Xs)exp(V)exp(wZ)h
avec x1,r2,w € R, V € q et h € H. Au moyen de cette expression nous
identifions G & R* x ¢ x R x H et nous considérons ¢ € D(G) de la forme

d(9) = ¢1(x1)2(22)(V)r(h)ds(w)(g € G)
avec ¢; € D(IR)(1<5<3),(€D(q) et ke D(H). Dot

2

3
L, e rd - (LT 10510 el | wtxan

3
= 1) 2 (T 165132 ) 11 2q-
j=1

D’autre part,

.12
Im(@aule, = [ 6 (gb)a (0)db| dg.

G/B(1) ’ /B(l)/(B(l)ﬂH)

N /R ) /RX(GO/(G ) ¢* (exp(x1X1) exp(22(I(Z) X1 — X2))g0)

N /R ’ /Rde /Go/(G NH) ¢* (exp((21 + 22l(2)) X1) exp( —x2 X2)b(w2, @)g0)

. 2
6zxz(l(Z)£1 —52)Xl (gO)dQO’ dzxq
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avec & = U(X;)(j = 1,2), et ou b = b(x2,)(v = I(Z)) désigne un certain
élément de . Enfin la derniere intégrale est égale a

/R ‘ /RXz—(b)dﬂ?Q /Go/(GomH) PX(expl(z1 +221(2)) X1 ) exp( =22 X2)g0)

. 2
6zw2(l(Z)§1—€2)Xl(gO>dgo’ da

= xi(D)dzy | X (exp((z1 + 22l(Z))X1) exp( —w2X2) exp(V))
R'JR q

g (1(2)61—€2) Gil(V) dV‘Qdazl

. 2
| [ 61601+ 2al(2)) ol a6~
R

= IREPE | a2 [ 7@, 1 2)6 = )P,

ou le symbole chapeau désigne la transformée de Fourier, et ou Fo® dénote la
transformée de Fourier partielle relativement a la deuxieme variable de la fonction

D21, 22) = P11 + 220(2)) P2(—22)x1(D).
En fin de compte, en posant o = I(Z), on constate que le produit dad(l|q)d¢z

des mesures de Lebesgue se qualifie pour la mesure ji dans I'./H réalisé comme,
par exemple, {l € I'; : & = constante}. En effet,

/ Imi(6)au | 2dad(lq)dé;
U, /H

— X () P(C? / (3)(@) *da / dz, / Fo(®) (a1, by — &) Pdés

— X ()¢ / ((93) (@) 2da / dz / ©(21, 22) [2das

= wX(e) ¢ (H lo5112),

i.e. cette mesure nous fournit la formule de Plancherel (7).

Allons examiner le cas (ii). Soit donc h ¢ g,. Si dim(bh/(hNgy)) = 2,
on choisit X’ = X7, X = X, dans h. Tout g € G s’écrit d’'une seule maniere
g = exp(V)exp(wZ)h avec V € q, w € R et h € H. On identifie ainsi G a
qxRx H. Considérons ¢ € D(G) telle que ¢(g) = ((V)0(w)k(h) avec ¢ € D(q),
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0 € D(R) et x € D(H). Evidemment, [, |X(g)|2dg = ||C||1*]|0)|*|xX(e)]?. En
ce qui concerne le membre droit de la formule (7),

.12
m@ali, = [ | S (gbh (b .
G/B(l) "/ B(1)/(B()NH)

12
:/d:p‘/ qu(exp(a:Xl)b)Xl(b)db‘
r By monm

2
= [ad [ & (exp(2.X1)g0) i (b)dio
R Go/(GoNH)

:/dw‘/ ?*(90) Xh(z)-1(90)dgo
R Go/(GoﬂH)

ici h(z) = exp(xX;1) € H. On désintegre la mesure de Lebesgue dl sur I'; suiv-
ant l'action de H. Soit I'Y = {l € I'; : I(Z) = a}. On sait (cf. [4]) qu'il existe
une mesure positive v, sur I'?/H telle qu’on ait dl = fra/H dva (1) [ (h(zx)-1)dx

2

Y

sur I'*. Alors, i = fR voda nous convient. En effet, compte tenu de la formule
écrite ci-dessus,

/F @it

:/da/ dua/dx’/ $*(90) X h(z)-1(90)dgo
R re/H R Go/(GonH)

1 ; 2
R 2 gxR

’ 2

= 1P [ e [ al [ v = e @Pioricr

Soit enfin dim(h/(hN gy)) = 1 et choisissons X € h N ker(f) en modifiant X
par un multiple de F si besoin est. Prenons X = X5, X' = X si [X,i] CRZ, et
X = X1+ AX5(A € R), X’ = X, sinon. Posons h(t) = exp(tX) € H pour tout
t € R. Tout g € G s’écrit d’une fagon unique g = exp(z'X’) exp(V)exp(wZ)h
avec z',w € R, V € q et h € H. En considérant ¢ € D(G) jouissant de la
propriété ¢(g) = y(z')((V)0(w)k(h) avec v,0 € D(R), ¢ € D(q) et k € D(H),

nous répétons le méme argument. Tout d’abord,
/ [6X(9)*dg = |&X(e) PV IPlICIIl10]>.
G/H

Supposons en premier lieu X = X5, X’ = X;. Calculons le membre
droit de la formule de Plancherel (7).

.12
m@ali, = [ |f S (b)) d.
G/B(l) "/ B(1)/(B()NH)

N /R ) /Rdm /Go/(comm ¢ (exp((1.X1) exp(22(U(2) X1 = X5))g0)
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. 2
ezxgl(Z)l(X1)Xl (go)dﬁzdgo’ dry

:/dml’/dm/ X (exp(x1 + 22l(Z)) X1) exp( —x2X2)b(x2, @) go)
R R Go/(GonH)

2

Y

2128 v, (go)dgo

ici comme avant £ = [(X71) et b = b(z2,a) dénote un certain élément de Gj.
La derniere intégrale devient

/Rdxl’ /RXl—(b)dm /Go/(GoﬁH) ¢X(exp(z1 + 221(Z)) X1) exp( —22X2)g0)

8i.’E2l(Z)£1

2
X1(90)dgo

)

:/dxll/)a(b)dxg/ X (exp(x1 + 22l(Z)) X1)g0)
R R Go/(GoNH)
iz21(Z .2
elr2 )£1Xh(—x2)~l(go)d90’

On note fy la restriction de f a gy, A U'hyperplane {l € g* : [(Y) =0} de g* et
= le sous-espace affine fo + (h N gy)t de gi. Soit Z, = {I € = : I(Z) = a}

—_

et l'on désintegre la mesure de Lebesgue dl sur =, suivant laction de H:
dl = fEa/H dva (1) [o(h(z) - )dz. 11 est facile de vérifier que l'espace borélien
I';/H s’identifie & I'; N A et puis & R x (£/H) par I'application

L-NA3 = (I(X1),H-(ljg,) € Rx (E/H).

Sous ces observations, la mesure fi s’obtient comme d¢; x [ |a|vada. En effet,

[ talda | eld [ Im(@)a. gy

:/da/ dya(i)/ dxidzs
R Eo/H R?2

’ / PX(exp((w1 + ax2) X1)9g0) Xh(—xs)-1(90)ddo
Go/(GoNH)

:/ d:z;lda/ dya(i)/dxg
R2 S /H R

’ / ¢*(exp(21X1)90) Xn(xs)-1(90)dd0
Go/(GoﬂH)

:

’ 2

2
— [ dnda [ | ] & (exp (1. X1)g0) e (90) i
R2 Ea ' JGo/(GoNH)
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‘ : 2
X (exp( 1 X1) exp( V) exp(wZ))e Vel qvdw| di

:/ d(EldQ{/
R2 * xR

= |HX(6)|QA|7(x1)I2dx1/Rlé(&)lzda/q* <L = [=* ()P IIPICI? 01>

En second lieu, supposons X = X; + AXs(A € R), X’ = X, et reprenons le
méme chemin que dans le cas précédent.

.12
m@ali, = [ | S (gbh (b .
G/B(l) "/ B(1)/(B()NH)

:/dml‘/ ¢X(exp((x1X1) exp( x2(aX1 — X2))go)
R Rx(Go/(GoNH))

‘ 2
el (el(X) =1 X2)) g, (90)d9€2d90’
‘ 2
= / dﬂm‘ / P (1, xz:90)8_7’30252(1“0‘)Xl(go)dxzdgo)
R RX(Go/(GoNH))
ol
D(x1,22,90) = dX(exp((—x2(1 + Aa) — Az1) Xo) exp((z1 + x2) X )bgo).-

Ici comme avant & = [(X3), a0 = I(Z) et b = b(x1,22,) dénote un certain
élément de GGy. Le dernier membre nous donne

/R | / xi(B)d> /G oy P14 20) = X1 Xa)go)

' 2
6_156252(1+>\a)Xh(x1+aI2)'l (g())dgo‘

1 -
__ dw‘/ bd:l:/ *lexp((wy = Az) X
|1+>\oz\/R 1] J, Pl Go/(GomH)(b( pllee R
| 2
6”2&){}1(9&1—amz/(l-f-)\a))'l(go)dgo’

Cette fois, 1 = dé; x fR voda nous convient. En effet,

/RQ d&do‘/ 171 ($)au|*dva (i)

S

1 .
- - dr.d dvg (1 d
15 ha] Jue ™ “/EQ/H v ”/R ¢

_ 2
’/Xl(b)dl?/ U(x1, 22, ®, &2, go)ddo| ,
R Go/(GonH)

ou

U (21, T2, @, o, go) = ¢ (exp((22 — Ax1)X2)90) €™ > X (21 —awa /(14 2300))-1(90)-
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La derniere intégrale est égale a

1 .
_ dxd dvg (1 d
T+ Aal Jpo O‘/EQ/H . ()/R 2

’ / ¢*(exp((z2 — Ar1)X2)90) Xh(w1 —azs/(1+2a))-1(g0)ddo
Go/(GoNH)

:/ d:z;lda/ dya(i)/dxg
R2 S /H R

| 6 (ex(2X2)g0) X1 (90) )|
Go/(GoNH)

— [ dnada [ al] | & (expl(22.X2)g0) xa(00)
R2 Ea Go/(GoNH)

. _ 2
:/ d:z;gda/ dl‘/(bx(exp(ngg) exp(V))e’l(V)emdedw‘
R? qr q

2

2

‘ 2

=@ [ i [ G0 [ i) P

= [=X(e)* VIS lo1>.

Si F(I) n’est pas divisible par a” dans la formule (6), on en tire une contradiction
comme mentionné antérieurement. En fait, dans tous les cas examinés plus
haut, la normalisation des mesures qu’on vient d’employer entraine, par abus de
langage, que la mesure de Plancherel [i est rationnelle en o = (7). Supposons
dans la formule (6) que r > 0 et que le polynéme F'(I) n’est pas divisible par
[(Z). En choisissant proprement des fonctions test, surtout ¢s ou 6, dont la
transformée de Fourier ne s’annule pas au point a = 0, on en déduit que le
membre droit de la formule (6) peut se trouver divergent tandis que son membre
gauche est convergent.

En fait, pour constater la divergence du membre droit de la formule (6),
nous allons valuer Hm(qﬁ)awH%{m lorsque a = [(Z) tend vers 0. En examinant
I’expression de cette quantité qu’on vient de dvelopper, on trouve que le cas
essentiel est celui ou dim(h/hNgy) = 1 et ou [h,i] C RZ. En gardant les
notations, on a

liminf ||7(¢)ay |3, Z/ liminf}/xl(b)dmg
a—0 L C a—0 R

/ X (exp((x1 + ax2) X1)g0)e ™25 Xpy(—ay)1(g0)dgo| *day
Go/(GoﬂH)

pour toute partie compacte C' de R. Pour a # 0, on peut identifier le quotient
Eo/H aussi a la section Z, = {l € Z, : [(Y) = 1}. Dans la derniére intégrale,
si 'on choisit v € D(R) convenablement, il ne s’agit que de la variable xs
telle que axs reste dans un compact. On tient compte dans ce qui suit, selon

le choix de C' et de 7, du fait que ce compact non vide devient aussi petit
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qu’on veut dans la partie positive R, (négative R_ si on le veut). Puis, si
h,80] & (hN ker(f)) + RZ, la H-orbite H - (Ijg,) C (gg)* n’est pas bornée
pour [ € 2, générique. Comme la formule de Plancherel s’établit aussi pour les
fonctions de Schwartz vérifiant la condition de covariance sous l'action de H a
droite, on peut choisir une fonction de Schwartz ¢ € S(q) telle que la transformée
de Fourier

~

C(h(—w2) - 1) = /q ((V)erttzm Dy

s’annule pour tout zs en dehors d’un compact qui ne dépend pas de «. Ceci
étant, en projetant =, sur Zy le long de g, on a

lim it i (6)au 3., >
a—0 l

2
KX (e)[2(6(0) | / (1) |2 day / dzs / C(V)e! =zl ) V) gy |
c R q

ou lg € I'y désigne la projection de [ € I',. Nous pouvons nous arranger pour
que le membre droit de cette derniere inégalité soit positif pour notre fonction
¢ € S(q), ce qui nous amene a la divergence cherchée.

Supposons enfin [h,g,] € (hN ker(f)) +RZ. Soit 09 =hnNg,N ker(f).
Alors j = 0 + RZ est un idéal de g. En effet, il existe un X; € g, tel que
X()=aX;—Xo+X; €g(l) avec a =1(Z). Dou [X(I),j] = a[X1,j] modulo .
Par conséquent, [X7,j| appartient & ker(l) pour | € T, génériques et donc & .
Sij#RZ,ilexiste Y € b tel que [h,Y] = RZ, car jN3 = RZ. On se trouve ainsi
dans le cas ol presque toutes les GG-orbites passant par ', sont saturées dans la
direction €1, ot € dénote le centralisateur de Y dans g. On peut descendre au
sous-groupe distingué K = exp(€) pour montrer la conjecture.

Soit donc j = RZ, ce qui revient de dire que h = RX, + RE. En
particulier, ® = {0}. S’il en est ainsi, il découle que g, = i. Sinon, on écrirait
que g, = m @i avec un certain sous-espace m vérifiant [Xo,m| = {0}. D’oun
a[X1,m] = [X(I),m] C ker(l) pour [ € T, générique, i.e. [X;,m] C0o={0}. Le
centre 3 étant contenu dans i, m s’avere trivial.

Il ne nous reste donc plus qu’a étudier un exemple:

g= <X17X27Y7E7 Z)Ra b - <X27E>R

avec f(X3) = 0,f(F) = 1. Les relations de crochet s’écrivent: [X;,Y
E [X,Y] =7 et [X1,X5] €gy=i=(Y,Z, E)p. Supposons que [X1, X| #
sinon tout est clair. Soit X = ZX; + [X1, Xo]Y, si [X1,X4] € 3, ou X
27X, +0Y? si [X1,Xs] = 6Y € 3, quitte & remplacer Y € i\ 3. On a déja
vu dans le cas ot dim(h)=1 que X € U(g) et que Px(l) était une fonction
polynomiale de [ génériques. Considérons un élément représentatif

S

Y

m—1
W =P (Z)X]7"+ Y P(Y, Z)X}
k=0
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dans U(g,T), ou P, est un polynéme a une variable et ou Py (0 <
sont & deux variables. Alors [Xo, W] € U(g)(F1+if(E)) et donc |
S(g)(E—if(F)). On écrit dans S(g) avec certains polynomes Qr(0 < k < m—1)
a deux variables:

m—1

BIW) = Po(2)X7" + Y Qu(Y, Z)X}
k=0

modulo S(g)(E — if(F)). En calculant la condition [Xs, 3—Y(W)] € S(g)(E —
if(E)), on vérifie aussitot que P,,(Z) est divisible par Z™. On en déduit qu’il
existe un polynéme P,, & une variable tel que W — P, (Z)X™ € U(g,T) est de
degré tout au plus m — 1 par rapport a X;. Il résulte de la récurrence sur ce
dgré que Py (1) sétend en un élément de C[I',]7.

On arrive ainsi au:

Théoreme 1. Supposons que T = indgx est a multiplicités finies. Si
dim( G - 1) <2 pour [ € ', génériques, alors la conjecture de Corwin-Greenleaf
s’établit.

Allons montrer le fait qu’on a utilisé dans la démonstration du théoreme
1. Par ailleurs A.Baklouti et J.Ludwig (cf. [3]) viennent de démontrer ce
fait indépendamment de l'auteur. Leur méthode se repose sur une théorie de
I'opérateur d’entrelacement qu’ils ont exploitée (cf. [2]). A savoir:

Théoreme 2. La conjecture de Corwin-Greenleaf s’établit, s’il existe une
polarisation b commune pour p-presque toutes [ € Q).

Démonstration. Prenons un idéal n de codimension 1 contenant b. Soient
N =exp(n), B=-exp(b), by =bnNn, Hy = exp(hy) et 70 = indgox. SihCn,
tout se ramene a n auquel s’applique ’hypothese de récurrence. Supposons que
h ¢ n. Pour tout X € D, (G/H) ~U(g,7)/U(g)a,, on choisit son représentant
dans U(n) et on identifie I’y = f + h* avec ', = (fin) + (o) H™ C n*. Alors
on voit comme dans la démonstration du théoréeme 1 de [14] que Px(l) nous
donne un polynome sur I';.

Inversement on se donne un polynéme F(I) € C[I';]#. D’apres la Hy-
invariance de F(I), I'hypothese de récurrence dit qu’il existe X € U(n, 7o) tel
que Px(l) = F(l) pour | € T';, génériques, i.e. Xag(l) = F(l)ag(l), ot ap(l)
dénote la distribution de Penney pour (Hyg,mo(l)) avec mo(l) = ind%y;. Ceci
étant, on rappelle un argument utilisé antérieurement. La définition (3) de ag(!)
nous fournit,

FKao(l), ) = / T E) (R)x (i) dh

Ho/(HoNB)
pour tout ¥ € H;f](l). Soit h = hy + RY avec un certain Y ¢ n. Posons
hs = exp(sY)(Vs € R) et ¥s(n) = w(h;nhs)(¥n € N). F étant H -invariante,

<F(hs : Z)GO(h'S ) l)? ¢s> = F(l)<a0(hs ) l)? 1/’5)
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= F(l)

Bax(h)ydh = F(D / SRx ) dh

/HO/(HOthBhgl) Hoy/(HoNB)

= F([){ao(l), ¥) = (Xao(1), ).

D’autre part, B
<F(h8 ) l>a0(hs : l)vlps) = <Xa0(hs : l)7¢s>

(L(*X)9s)(h)x(h)dh

/HO/(Hoﬂhthsl)

- /H gy CCC= XU () x(R)dh = ((h_s - X)ao(l), ).

D’ou
(h_s - X)ao(l) = Xao(l)(Vs € R)

presque partout pour [ € Q). Ce qui veut dire par différentiation que [Y, X] €
Un)a,. Autrement dit X € U(g, 7). u

Corollaire 1. St b est un idéal de g, on vérifie la conjecture.

Démonstration. En effet, il est bien connu que, si 7 est a multiplicités finies,
le stabilisateur de f\f) € h* dans g est une polarisation commune pour presque

toutes [ € I'.

Corollaire 2. Si dim(h) = 1 (dim(g)+dim(g(l))—1 pour ! € I, génériques,
la conjecture s’établit.

Démonstration. La condition signifie que dim(h) = dim(b(l))—1 pour [ € I';
génériques. Donc si le centre 3 de g n’est pas contenu dans b, alors b = h+3 est
une polarisation commune pour [ € I'; génériques. Si 3 C bh et si dim(3) > 2,
on peut passer au quotient g/(3 N ker(f)) auquel s’applique I’hypotheése de
récurrence.

Soient 3 C h et dim(3) =1. Si f(3) = {0}, on descend au quotient g/3.
Soit enfin f(3) # {0}. On prend un Y € g\ 3 tel que [Y,g] C 3 et on introduit
le centralisateur g, de Y dans g. Si h C g, il ne reste rien a faire; il suffit
d’appliquer I’hypothese de récurrence a g .

Finalement on considere le cas ot h ¢ g,. On modifie b & b’ = b, +RY,
ho = h N gy, pour arriver au résultat cherché. Soient Z € 3, X € b tels que
h =RX+by, f(Z)=1ettelque [X,Y] =Z. Onfixe [y € Q et soit f' € g* telle
que f\/f) = f\f)o et que f(Y) =1p(Y). Quitte a remplacer Y par Y —[((Y)Z,
on peutosupposer que lh(Y) =0.

On voit alors que 7/ = indg, Xf, ou H' = exp(h’), est & multiplicités
finies. Etant donné un élément de D.(G/H), on choisit son représentatif W €
U(g, ) dans U(g,). Alors W € U(g, ') et la fonction P, (l) construite & partir
du couple (f’,h") est un polynéme H’-invariant sur I',,. Combiné avec le fait
que Py (1) est H-invariant, cela entraine que Py () = P, (exp(—I(Y)X) - 1)
pour [ € @ et par suite que Py (l) est polynomiale sur I'.. On se donne
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maintenant F(I) € C[[',]®. Pour I € @, on choisit une polarisation b(l)
contenue dans g,. Soient Hy = exp(bhy), Go = exp(gy), B(l) = exp(b(l))
et mo(l) = indg?l)xl(l € @). Notons ® le sous-espace de g; défini par ¢ =

fig, + (ho)=90. La surjectivité de 'application concernant le couple (f',b') et
la H-invariance de la fonction F(I) montrent qu'’il existe W € U(gy, ') tel
qu'on ait F(I) = Pj,(exp(—I(Y)X) -1)(I € Q). Mais alors la définition (3)
de la distribution de Penney ag(l) concernant le couple (Ho,m(l)) nous donne
Wao(l) = F(l)ap(l) pour I € ® génériques, et par conséquent on peut suivre
le méme chemin que dans la démonstration du corollaire 1 pour montrer que
W € U(g, ) et ensuite que Py (1) = F(I). u

Corollaire 3. Si dim(G) < 6, alors la conjecture s’établit.

Démonstration. Supposons par exemple dim(G) = 6. Soit d = dim(h). Si
d=06,iln’y arien a faire. Si d =1, le résultat s’ensuit du théoreme 1, de méme
pour d =2 car on se ramene au cas ou dim(hNj) =1, 3 désignant le centre de
g, comme on I’a remarqué au cours de la réduction. Si d = 5, il suffit d’appliquer
a b le corollaire 1. Si d = 4, le théoreme 1 s’applique, quitte a supposer que
T = indgx n’est pas irréductible.

Il ne nous reste qu’a examiner le cas ou d = 3. Mais si dim(b(l)) =4 au
point | € I'; génériques, le résultat découle du corollaire 2. Si enfin dim(b(l)) = 6
ou 5 p-presque partout, alors dim( G - 1) < 2 et 'assertion s’obtient encore une

fois du théoreme 1. [ |
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