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Abstract. Nous présentons dans cet article une nouvelle désintégration
(lisse) de L?*(G) lorsque G est un groupe de Lie résoluble exponentiel. Ainsi,
nous explicitons un opérateur d’entrelacement lisse entre une représentation
monomiale induite & partir d’un sous-groupe invariant et sa décomposition
en irréductibles qui ne tient pas compte des multiplicités intervenants dans
la décomposition.

1. Introduction

Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algebre de Lie g. La méthode
des orbites permet de paramétrer le dual unitaire G de G par ’espace des orbites
coadjointes g*/G de G. Plus précisement, si f est un point du dual g* de g,
il existe des polarisations réelles b en f qui vérifient la condition de Pukanszky.
La représentation monomiale p(f,b,G) de G, induite par un caractére unitaire
Xf du sous-groupe B = exp b dont la différentielle est —if|y est irréductible.
De plus, la classe d’équivalence de p(f, b, G) ne dépend que de 'orbite coadjointe
G - f de f. Cette construction nous donne une bijection de 'espace des orbites
g*/G sur G (voir [3], [4], [12]).

Soient by et by deux polarisations de g en f € g* vérifiant la condi-
tion de Pukanszky. Le probleme posé par Vergne et qui consiste a construire
un opérateur d’entrelacement entre p(f,b1,G) et p(f, b2, G) a été entierement
résolue par Lion [14] dans le cas nilpotent et par Arnal, Fujiwara et Ludwig dans
[1] pour les groupes résolubles exponentiels.

Lorsque b est une sous-algebre vérifiant f([h,h]) = 0 qui n’est pas
une polarisation réelle vérifiant la condition de Pukanszky, la representation
T = p(f,h,G) n’est plus irréductible. On la décompose ou on la désintegre

en une intégrale directe d’irréductibles. D’aprés [5], la désintégration centrale de
T s’écrit:

2]
Tﬁ/ m(m)wdv(r), (1.1)

G
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ou v est I'image par ’application de Kirillov-Bernat d’une mesure positive finie
sur T'y = f4+ht C g* équivalente & la mesure de Lebesgue et m(7) est le nombre
des H—orbites contenues dans I'y N Q. (2, étant 'orbite coadjointe associée
a la représentation ).

La construction explicite d’un opérateur d’entrelacement entre 7 et sa
désintégration, apparut comme une question naturelle de cette théorie. Dans [2],
nous avons donné une réponse quasi-définitive a cette question dans le cadre des
groupes de Lie nilpotents. Dans ce papier, nous commencons la recherche de
cet opérateur pour des groupes résolubles exponentiels. Plus précisement nous
allons essayer d’expliciter un opérateur d’entrelacement lorsque ) est un idéal de
g. Nous espérons que nos résultats vont se généraliser a une classe plus grande
de sous-algebres ) de g.

Le papier se compose de cinq sections. Dans la premiere et la deuxieme,
nous donnons quelques rappels sur les groupes exponentiels ainsi que sur la
décomposition des représentations induites. Dans la troisieme section, nous
déterminons a partir d'une bonne suite de sous-algebres s = (a;)"_, qui passe
par b, un sous-espace affine V de f + h*, ainsi qu'une mesure d\ sur V telle
que

©®
Indgxfz/v Tsd\(9),

ou 7y sont les représentations irréductibles associées a ¢. Dans la quatrieme
section, nous construisons un opérateur d’entrelacement unitaire explicite et on
donne son inverse. La construction de cet opérateur U se fait de la facon suivante.
Nous partons de la bonne suite s, nous déduisons une base coexponentielle B
a h dans g, nous obtenons notre espace de désintégration V' avec la mesure de
Lebesgue d\. La base B nous définit une mesure invariante sur G/H , donc la
norme sur 'espace H, de 7. Nous construisons ensuite un ouvert de Zariski Vg
de V', pour chaque ¢ € V la polarisation de Vergne b(¢) en ¢ relativement a la
bonne suite 5. Ces polarisations contiennent évidemment fj. Nous déterminons
ensuite pour tout ¢ € Vi une base coexponentielle X(¢) a b(¢) dans g, cette
base va nous fixer une forme positive G—invariante v g sur K(G,B(¢)) qui
est l’espace des fonctions numériques continues sur G, a support compact modulo

B(¢) = exp(b(¢)) et qui vérifient:

F(gb) = Ap(g),a(b)F(g) (9 € G, be B(9)),

donc la norme sur 'espace ‘H, de la représentation irréductible my = Indg(¢) Xé -
De la méme maniere une base coexponentielle Y (¢) a h dans b(¢) donc une
mesure invariante dpg) g sur B(¢)/H. Toutes ces bases varient de facon
continue en ¢ € Vg et nous permettent de définir I'espace

©®
= [ oo

de la désintégration de 7. Nous associons maintenant a chaque fonction infini-
ment différentiable ¢ sur G a support compact modulo H vérifiant

Egh) = x (BT AYH(ME(9), (9 € G, he H)
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et a chaque ¢ € Vg le vecteur C'*°

1
Tos),06(9) = / Egb)Xs(DAGL o) dpisy.u(d), g€ G
B/

de H,. Nous montrerons dans (4.5) que

/ | Toton €12, dN(@) = €],
1%

et que nous obtenons de cette facon un opérateur d’entrelacement isométrique
qui transforme 7 en une intégrale des 7y sur V et dans (4.7) que cet opérateur
est inversible.

Dans la derniere section, nous examinons des exemples et nous décrivons
une nouvelle désintégration (lisse) de L?*(G).

2. Notations et Rappels
2.1. Soit toujours GG = exp g un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algebre
de Lie g, c’est a dire un groupe de Lie réel tel que 'application exponentielle:
exp: g — G
est un difféomorphisme de g sur G. Soit g* 'espace vectoriel dual de g. G agit
sur g* par la représentation coadjointe. Si f est un point de g*, on définit la
forme bilinéaire alternée By sur g x g par:

Bi(X,Y) = f([X, Y]).

Si p est un sous-espace vectoriel de g, on pose:

pr(g)={leg 1, =0},

[|p est ici la restriction de [ a p et:

p/ =p(f) ={X €g: By(X,p) = 0}.

Pour simplifier les notations, lorsque cela ne préte pas a une confusion, on notera
pL Dlespace pL(g*).

Sip Cp(f) (resp. p =p(f)), on dit que p est un sous-espace isotrope
(resp. lagrangien) pour By. On note S(f,g) (resp. M(f,g)) Uensemble des
sous-algebres isotropes (resp. lagrangiennes) pour By. Alors un élément b de
S(f,g) est dans M(f,g) si et seulement si:

1
dim b = 5 (dim g+ dim g(f))

(cf. [4], chap. IV).
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Solent dg une mesure de Haar a gauche sur G et Ag la fonction module
de G de sorte que 'on a:

| Flarty dg=acto) [ Flaydg we6)

G

pour toute fonction F appartenant a 'espace K (G) des fonctions continues sur
GG a support compact. Il est bien connu que:

Ag(z) = |det Ad z|*1 (2 € G).

Soit H un sous-groupe fermé d’algebre de Lie h. On note Ap g le
caractere de H a valeurs dans R défini par:

Ap.glh) =

On a, pour X dans b,

Apg glexp X) =exp(Tr adg/y X).

Il est clair que lorsque H est un sous groupe normal de G, alors Ay g(h) =1
pour tout h € H.

Soit K (G, H) Vespace des fonctions numériques F continues sur G, a
support compact modulo H et qui vérifient:

F(gh) = Ag,q(h)F(g) (g€ G, he H).

G agit sur cet espace par translation a gauche. On sait ([4]) que, & un scalaire
multiplicatif pres, il existe une et une seule forme linéaire positive G-invariante
sur (G, H). On la note vg g et on Iécrit sous la forme d’une intégrale:

v u(F) = fg/H F(g) dv(g).

Si Ay = Ag sur H, vg g est une mesure G-invariante sur l'espace homogene
G/H.

On prend maintenant un sous-groupe fermé K de H. Le lemme suivant
jouera dans la suite un role fondamental.

Lemme 2.2. (Formule de transitivité [4], chap. V) Soient K C H des sous-
groupes fermés de G et F une fonction vqg i - intégrable. Alors l'ensemble des
g de G tels que la fonction sur H :

her F(gh) Ay (h)

ne soit pas vy i -intégrable est vg m-négligeable, la fonction définie sur G par:

g F(gh)Aya(h) dvi x(h)
H/K
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est vq, g -intégrable et, a une normalisation prés, on a la formule:
§ Pe)diox) = § dienle) § PlamARoh) dva ().
G/K G/H H/K

2.3. Soit w une représentation unitaire de H dans un espace de Hilbert H.
On note K (G, H) lespace des fonctions F continues sur G a valeurs dans H
qui vérifient:

F(gh) = A G(h)n(h)Y Flg) (g€ G, he H)

et dont le support est compact modulo H. Si F appartient a K.(G, H), la
fonction g — ||F(g)||3, appartient & K(G, H) et l'on pose:

|F)I2 = fg IE@I dvto).

La représentation induite Indg 7 de G se réalise par translation a gauche dans
I'espace de Hilbert complété de K (G, H) muni de la norme définie ci-dessus.

Etant donné un élément h de S(f,g), on note x s le caractére unitaire
de H = exp b défini par:

Xflexp X) = e LX) (X €h).

Ce caractere induit donc une représentation unitaire p(f,h,G) = Indg Xy de G
dans 'espace de Hilbert H(f,h, G), complété de l'espace K(f,h,G) des fonctions

numériques continues F' sur GG a support compact modulo H et vérifiant:

F(gh) = x7' (WAYL(WF(g) (g€ G, heH). (2.3.1)

Il est clair que lorsque H est un sous groupe normal de G, alors la condition

(2.3.1) sur F devient
F(gh) = ch‘l(h)F(g) (9 € G, he H). (2.3.2)

On désigne par I(f,g) le sous-ensemble de S(f,g) formé des sous-
algebres b telles que p(f,b, G) soit irréductible.

Théoréme 2.4.  (Critere de Pukanszky [16]; [4], chap. VI) Soit b un élément
de S(f,g). Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) B-f=f+0b";

ii) b appartient & M(f,g) et f+bLCG-f;

iii) Pour tout point | de bl, b appartient @ M(f +1,9);

iv) b appartient a I(f,g). [ |
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Si les conditions équivalentes du théoreme (2.4) sont remplies, on dit que
b vérifie la condition de Pukanszky.

On connait bien un procédé standard du a M. Vergne pour construire
un élément de I(f,g). Soit s = (aj)?zo une bonne suite de sous-algebres de g,
c’est a dire une suite de sous-algebres telle que:

{0} =aoCay C--- Capir Cap =g,

pour tout j, 1 < j < n, dim a;j/a;;; = 1 et telle que, si a; n’est pas un
idéal de g, aj11 et aj4q1 sont toutes les deux des idéaux de g et a;y1/a;11 est
un g—module irréductible. Dans ce cas a;11 est toujours un idéal de a; pour
1 <j <n. Soit f; la restriction f|aj de faa;,pour 1 <j<n.

Théoréeme 2.5.  (cf. [4], chap. IV) Le sous-espace b = 2?21 a;(f;) est une
polarisation en f qui vérifie la condition de Pukanszky. ]

Nous appellerons polarisations de Vergne les polarisations qui sont construites
par ce procédé.

2.6. Soit € une sous-algebre de g. Un ensemble ordonné {X;, X,,..., X4}
d’éléments de g s’appelle une base coexponentielle a € dans g si I’application:

d
((x1,22,...,24),Y) — Hexp (2;X;) | exp YV

J=1

est un difféomorphisme de R¢ x £ sur le groupe G. Une telle base existe toujours

(cf. [4], chap. I).

Conservons nos notations. Par exemple G = exp g désigne un groupe
de Lie résoluble exponentiel d’algebre de Lie g, etc... Soit f un point de g*
et H = exp(h) un sous-groupe normal de G. On construit la représentation
monomiale 7 = Ind}; xy. D’apres ce qui précede 7 se réalise par translations a
gauche dans 'espace de Hilbert H, des fonctions £ sur G qui sont continues et
qui vérifient (2.3.2) quels que soient g dans G et h dans H et de carré intégrable
sur G/H pour la mesure G—invariante. Un résultat sur la désintégration de 7
a été obtenu dans [15] par Lipsman:

Théoréeme 2.7. Soit G = exp(g) un groupe résoluble exponentiel et H =
exp(h) un sous-groupe normal de G, alors

2]
T~ / midp(l), (2.7.1)
(f+bt)/H

ot (v est l'image par Uapplication de Kirillov-Bernat d’une mesure positive finie
sur 'y C g* équivalente d la mesure de Lebesque. D’autre part, les multiplicités
intervenants dans cette décomposition sont identiquement 1 ou +oo suivant que

dim(H -[) = dim(G - INTy)
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ou non pour | générique dans I'y; de maniére équivalente
2 dim(H - 1) = dim(G - 1)

ou non. En tout cas la multiplicité de m dans T est le nombre de H— orbites

dans G-INTy. ]

Nous allons rappeler maintenant un résultat bien connu, et qui sera utilisé plus
tard a maintes reprises. Soient gp un idéal de g tel que dim g/go = 1 et
Go = expgo. Soit p:g" — g la projection canonique. Par rapport a go, les
orbites coadjointes de G, donc aussi les représentations unitaires et irréductibles
de G, se classent en deux catégories. On note G(f) le stabilisateur de f € g*
dans G, dont 'algebre de Lie s’écrit g(f). Dans la suite, on dit que l'orbite
de f est une orbite saturée par rapport & go (respectivement non saturée par

rapport a go) si g(f) C go (respectivement si g(f) ¢ go).

Théoreme 2.8.  (cf. [11,17]) Soient Q une orbite coadjointe de G, f € Q
et 7(Q) la représentation unitaire et wrréductible de G, associée a Q. On a
Ualternative suivante:

(1) Si Q est une orbite saturée par rapport ¢ go, alors p(Q) est réunion
de Go— orbites wy a un paramétre t € R, wiexp(tX) - wo avee X € go

2]
et Q@ = pti(p(Q)). D’autre part, w(2) ~ / m(we)dt tandis que

R

|Go -

Indgo m(we) est irréductible.

(i1) Si Q est une orbite non saturée par rapport a go, alors p(Q) est une
Go— orbite, notée w, et ptl(w) est réunion de G—orbites Q; a un
paramétre t € R. D’autre part, 7(S2) |, est irréductible et Indgo m(w) ~

/ﬂj 7()dt. n

3. Désintégration des représentations induites

3.1. Fixons s = (aj)?:o une bonne suite de sous-algebres de g, comme h est un
idéal de g, il est bien connue qu’on peut toujours choisir 5 de facon que h = a,

pour certain p € {1,...,n}.

Une bonne suite de sous-algebres de g vérifiant la propriété ci-dessus
sera appellée une bonne suite de sous-algebres de g adaptée a .

A partir de cette bonne suite de sous-algebres de g adaptée a h, nous
pouvons extraire une base de Malcev {Z;,...,Z,} de g, qui vérifie pour tout
ie{l,...,n},

a; = vect(Zy,...,2Z;)

et B={Xy,....X,} ={Zp41,...,Zs}, (r = n — p), est une base de Malcev
relative a b qui est en méme temps une base coexponentielle a § dans g. Nous
utiliserons B pour déterminer une mesure G-invariante sur G/H, donc pour
fixer la norme sur 'espace de 'induite Indg X 5. Cette mesure G-invariante que
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nous noterons dg p sera définie comme suit: pour toute fonction continue a
support compact @ sur G/H nous avons

/G/H a(g)da Hv(g) = /T alexp(t, X, )---exp(t1 Xq))dt, - - diy. (3.1.1)

Nous notons dans tout le reste du texte X = X,., go = a,11 et 59 =
(aj);‘i‘ol qui est en fait une bonne suite de sous-algebres de gy adaptee a .
Notons de méme que la base By = {X;,..., X, 11} qui est coexponentielle a §
dans go nous définie comme dans (3.1.1) une mesure Go—invariante dg, g sur

Go/H, ou Gy = exp(go).

3.2. Soit 5 = (aj)?:o une bonne suite de sous-algebres de g adaptée a h et
B = {Xy,..., X, } une base coexponentielle de g par rapport a h extraite de
s comme dans (3.1). Nous notons B* = {fi,...,f.} C bt sa base duale et
Aj; = exp(a;j).

Nous considérons pour tout j =0,...,n et tout ¢ € 'y, d; = ¢4, . Nous
posons

45(0) = dim (4; - 6;) = rang ((6,[Z0, Zel)hi<ivs; ) et

d; = ggpf di(¢),dy = 0.

Nous posons encore
LT ={je{1 diy, =4d; t
=17 €4l rhdjrp =djiiyp g €

I(H = {]—7 7r}\LH - {-] S {17 7r};dj—|—p > d]J_l—i—p}

Il est clair que pour tout j dans K | presque toutes les A;4,— orbites dans
jtp _
L5 =104,

sont saturées par rapport & ajii4+,. De méme, pour tout j dans LY presque

aucune A;;,— orbite dans T‘}—i_p n’est saturée par rapport a a;i4p.

Nous notons I’(} I’ensemble des éléments ¢ € I'y qui vérifient

d]+p(¢) = d]‘_|_p,\V/j - {1, [ ,T}.

Alors I’(} est un ouvert de Zariski dans I'y. Les éléments de I’(} seront appelés
en position générale. Il est clair que nous pouvons toujours prendre f dans I’(}

et donc V' =V n I’(} est un ouvert de Zariski non vide de V ou
V={f+ ) tfi, icR}CTy. (3.2.1)
e LH

Soit d\ la mesure de Lebesgue sur V.
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4. Construction de 'opérateur d’entrelacement

4.1. Différentes constructions. Soit § = (aj)?zo notre bonne suite de sous-
algebres de g qui est adaptée a b, nous en déduisons une base coexponentielle
B={X,,...,X,} a b dans g. Nous obtenons notre espace de désintégration V'
avec la mesure de Lebesgue d\ comme dans (3.2). La base B nous définit une
mesure invariante sur G/H , ce qui permet de fixer la norme

€ll =g = /G @A)

des éléments de l'espace H, = L*(G/H, f) de 7.

Nous allons construire dans la suite un ouvert de Zariski Vo de V', pour
¢ € Vo nous allons considérer la polarisation de Vergne b(¢) en ¢ relativement
a la bonne suite s et puisque cette bonne suite est adaptée a fj, nous avons
forcement h C b(¢) pour tout ¢ € V. Nous allons construire ensuite pour
¢ € Vg, une base coexponentielle X (¢) a b(¢) dans g, une base coexponentielle
Y(¢) a b dans b(¢). Toutes ces bases varient de facon continue sur Vy.

Pour ¢ € V' et 5 =1,...,n, nous notons

Ji(@) = {k e {Loi} © aj(0)) + arnnG a(0) + o).

L’ensemble d’indice Jj(¢) n’est généralement pas constant lorsque ¢
décrit V' mais son cardinal est constant et est égale & d; pour tout j =1,...,n.
Notant donc

Ji(¢) = {u(@) <--- <ig;(9)},

nous pouvons mettre sur les J;(¢), ¢ € V' lordre lexicographique définit par
{ir(@) <+ <ig (@)} <{ir(¢)) < -+ <ig;(¢')}

s'ilexiste o € {1,...,d;} tel que 11(¢) =11(d"), ..., to11(P) = t511(P), 15(0) <

io(¢"). Posons a 'aide de cet ordre
J]‘ = min¢€v/Jj(qb) = {il < - K idj}

j =1,...,n. Dans la suite nous notons V I’ensemble des éléments de V' qui
vérifient pour tout j =1,...,n, J;(¢) = J; et

Qi) = det (6,120, Ze)Diwre ;)

est un polynome non nul. Il est clair que Vi est un ouvert de Zariski non vide

de V.
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Pour ¢ € Vg et £ =1,...,n, nous notons
Mi(@) = (61 (20 Zo)rsiose)» Mo(@) = 0.
et pour tout j =1,...,n,

1(0) = {k e {L,..i} ¢ aul(én) ¢ auw |

= {k e{l,...,j} : rang(Mp(¢)) = faﬂg(MkJ_l(ﬁb))}'

Cette fois les I;(¢) sont constants en ¢, i.e I;(¢) = I; pour tout ¢ € V. Soit
maintenant

B](qb) = Zjv pour j <p
j11
Bj(qb):Zj—l—Zak(qb)Zk, pour j>pet jeElI, (4.1.1)
k=1

ou ay sont des fonctions rationnelles non singulieres sur Vg qui sont solution du
systeme linéaire suivant

jl1
<¢7 [Z17ZI]> = Zak(¢)<¢7 [Zlazk]>7l S {17 s 7.]}7
k=1

qui admette au moins une solution puisque ¢ est dans V.

Alors, il est clair que les B;(¢) forment une base de Jordan-Hélder de la
polarisation b(¢).

Lemme 4.1.1. Pour tout ¢ € Vg, les vecteurs Zy, k ¢ I; pour tout
J=1,...,n constituent également une base coexponentielle a b(¢p) dans g, (c’est

la base X (¢) cherchée).

Preuve. Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de . Supposons
en premier temps que 'orbite de ¢ est saturée par rapport a go, ceci veut dire
que g(¢) C go et done b(¢p) C go. Dans ce cas n &€ I, et donc I,, = I,,11.
D’autre part,

b(¢) = b(¢0) (4.1.1.1)

ott b(¢o) est la polarisation de Vergne en ¢g = ¢|4, par rapport a la bonne suite
so. L’hypothese de récurrence nous affirme que les vecteurs Zy, k & I; pour tout
Jj=1,...,n—1 constituent également une base coexponentielle a b(¢) dans go,
et puisque {Z, } est une base coexponentielle & go dans g nous avons le résultat.

Passons enfin au cas ou 'orbite de ¢ n’est pas saturée par rapport a go,

ce qui veut dire que g(¢) ¢ go et donc b(¢) ¢ go et
b(¢o) = b(¢) N go (4.1.1.2)

est la polarisation de Vergne en ¢g = ¢|4, par rapport a la bonne suite 5. Dans
ce cas n € I,. L’hypothese de récurrence nous affirme que les vecteurs Zy, k ¢ I;
pour tout 7 = 1,...,n—1 constituent également une base coexponentielle & b(¢g)
dans go qui est en fait une base coexponentielle & b(¢) dans g. [ ]
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4.1.2. Soit {Z;,,...,Z;,}, 11 <--- < i, la base coexponentielle a b(¢) dans g
déterminée dans le lemme (4.1.1) et B(¢) = exp(b(¢)). Pour F € K(G, B(¢)),
I'intégrale

/ Flexp(tyZ;,)---exp(t1Z;,))dty - - - dty. (4.1.2.1)
Ra

définit une forme linéaire positive G—invariante sur K (G, B(¢)). Comme dans
(2.1), nous la notons % F(g)dva, B(s)(g). Cette forme va nous fixer, donc

G/B(¢)
la norme sur l'espace Hy de la représentation irréductible my = Indg(¢) Xo -

Les vecteurs {Bj(¢), 7 >p, J € I,} = {B;,(¢),...,Bj, (¢)} constituent
la base Y (¢) coexponentielle & h dans b(¢) que nous cherchons. En respectant
lordre de ces vecteurs, cette base va nous définir comme dans (3.1.1) une mesure
dp(s),n qui est B(¢)—invariante sur l'espace B(¢)/H . Cette mesure va nous
permettre d’écrire notre opérateur d’entrelacement.

Comme dans le Lemme précédent lorsque b(¢) est incluse dans go, les
Zy, k ¢ I; pour tout j = 1,...,n—1 nous constituent également une base X(¢)
coexponentielle a b(¢) (qui est égale & b(¢pg) en vertue de (4.1.1.1)) dans go et
donc une forme positive v, p(g) sur K(Go, B(¢o)) ot B(¢o) = exp(b(eo)).

Lorsque b(¢) n’est pas incluse dans go, alors n € I,,, et comme dans
(4.1.1.2) b(¢o) = b(¢)Ngo est la polarisation de Vergne en ¢g = ¢4, par rapport
a la bonne suite s5. Nous avons alors que

B(¢) = B(do) - exp(RBn(¢)), g = go & RBn(0),

et donc G/B(¢) ~ Go/B(¢o). Nous avons donc deux formes positives vq p(g)
sur K(G, B(¢)) et vg, B(o,) sur K(Go, B(¢o)).

Les vecteurs {Bj(¢), j > p, j € In11} = {Bj,(¢),...,Bj,,.,(¢)} con-
stituent une base Yo(®) coexponentielle & f dans b(¢g). De la méme maniere,
cette base va nous définir comme dans (3.1.1) une mesure B(¢)— invariante
dB(pe),m sur 'espace homogene B(¢o)/H .

4.2. Soit s = (aj)?:o une bonne suite de sous-algebres de g adaptée a . Pour
¢ € Vo, B(¢) = exp(b(¢)) la polarisation de Vergne en ¢ extraite a partir de
s. Vu que h C b(¢) pour tout ¢ € Vi nous avons que

AB(¢)7g(h) =1 (h - H)

Cela étant, si £ est un vecteur de C°(G/H, f) qui est l'espace des vecteurs C'™>
qui sont a support compact modulo H et g un point de G, la fonction &, sur

B(¢) définie par:

By (b) = E(gh)\a(B)A R (D)

vérifie la relation:

®,(bh) = ,(b)  (he H, be B(¢)).
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Nous sommes donc en mesure d’écrire formellement 'intégrale:

To(s)¢(9) :/B(WH5(96)X¢(6)A§§£,G(b) dppyud)  (9€@), (42.1)

olt dp(g),m est la mesure invariante sur I'espace homogene B(¢)/H déterminée
en (4.1).

Au moins au niveau formel, il est clair que T4 p¢ vérifie la condition de
covariance (2.3.1) pour ¢, B(¢) et G requise pour appartenir & H(¢, b(¢), G) et
que Ty(g),y commute al’action de G par translation a gauche. De plus, I'intégrale
(4.2.1) converge sur C°(G/H, f). Il n’est donc pas éxagéré de dire que le seul
probleme pour le moment est de prouver que l'intégrale (4.2.1) est en fait une
intégrale d’entrelacement isométrique en 7 et sa décomposition en irréductibles
sous réserve d’'une normalisation correcte des mesures sur les espaces homogenes
en jeu.

Pour £ € C°(G/H, f), nous allons prouver dans ce qui suit que I’élément
Ty(),p€ est un vecteur €' pour la représentation my = Indg(¢) Xé -

Proposition 4.3.  Soit ¢ € Vo et B(¢) = exp(b(¢)) la polarisation de Vergne
en ¢ par rapport a la bonne suite s, alors le vecteur Ty(g) & est un vecteur C'°

de la représentation mgy = Indg(¢) X¢ pour tout £ € C°(G/H, f).

Preuve. Pour ¢ € Vg, la fonction

(t1,.otg) = o E(exp(tyZi,) - exp(ti Zi,) - b)X¢(b)Ag}£§7G(b) dp(sy.1(b)

est a support compact dans R? et donc la fonction Ty(4) 5§ est O sur G et
son support est compact modulo B(¢). ]

Notation 4.4. Prenons V comme dans (3.2.1) et pour tout ¢ € Vo, B(¢)
comme dans (2.5). Nous notons C'(Vg, L?) I’ensemble des applications

v:Vo— |J L*(G/B(¢),)

PEV

telles que (¢, g) — ¥()(g) soient continues sur Vo x G, ¢(¢) € L*(G/B(¢), )

et qui vérifient

Jll2 = /V 10(6) 260y, IN6) < 0. (4.4.1)

Nous définissons

D
V.1 = [ IA(G/B@).0N0)

\%

comme étant le complété de C'(Vy, L?) pour la norme || ||2.
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Soit {Z;,,...,Zi,}, 11 < --- < 1y la base coexponentielle & b(¢) dans
g pour tout ¢ € Vi, déterminée dans le lemme (4.1.1). Nous définissons
C>(Vy,C,.) comme étant le sous-espace de C'(V g, L?) formé de tous les éléments
Y telles que (¢, g) — ¥(¢)(g) solent C™ sur Vo x G et tels que 'application

(@511, tg) = (D) (exp(ty Zi,) - - - exp(ti Zi, ) )

est €' a support compact sur Vo xR?. La relation (4.4.1) devient alors évidente
pour les éléments de C°(Vo,C.). Il est clair que ce dernier espace est dense
dans L?(V,L?).

Maintenant nous sommes préts pour prouver notre théoreme principal.

Théoréeme 4.5. Soit G = exp @ un groupe de Lie résoluble exponentiel
d’algébre de Lie g. Soit H = exp(h) un sous-groupe normal de G et f un point
de g* telle que f([h,h]) =0, et 7= Indg Xf. Soit s = (aj)?zo une bonne suite
de sous-algébres de g adaptée a b et B ={Xy,...,X,}, une base coexponentielle
a by dans g extraste de cette suste. V C I'y étant le sous-espace affine décrit en
(3.2.1) et d\ sa mesure. Soit Vo louvert de Zariski de V décrit en (4.1), et
pour ¢ € Vo, B(¢) = exp(b(¢)) la polarisation de Vergne en ¢ par rapport d s.
Alors nous avons que

2]

Lopérateur U défini pour tout £ € C°(G/H, f) par :

U()(¢) = To(g),5¢

est linéaire isométrique, @ valeurs dans C(Vo, L?) et se prolonge par continuité
sur H(f,h,G) en un opérateur d’entrelacement isométrique de (4.5.1), lorsque
les mesures sur G/B(¢) et sur B(¢)/H sont convenablement normalisées comme

dans (4.1).

Preuve. Notons tout d’abord que (4.5.1) est un résultat immédiat du
Théoreme (2.8). D’autre part, il est clair que 'opérateur U du théoréme en-
trelace formellement (4.5.1).

Soit £ € CX(G/H,f) et ¢ € Vo. Soit Y(¢) = {B;,(¢),...,Bj, (o)}
la base coexponentielle a § dans b(¢) construite dans (4.1.2), nous avons pour
g € G que

U(&)(e)(g) =
/Rm 5(9 exp(tmBj,. (¢)) - exp(t1 Bj, (qb))) eJ_i¢<

tm B (¢) 4+t le((;s))

A;%¢)7G<exp(tm3jm (¢)) . exp(tlle (gb))) dt,, - dty.

Il en résulte que (¢,g) — U(€)(¢)(g) est manifestement continue sur Vg x G.
Nous allons raisonner par récurrence sur dim (G/H) et nous allons prouver que
U est une isométrie ce qui va nous conduire au fait que U(¢) € C(Vo, L?).
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Nous notons dans toute la preuve V¢ = Vol|g, et nous allons distinguer deux cas
différents, le premier cas arrive lorsque pour tout ¢ € Vg le stabilisateur g(¢) est
inclu dans go. Dans ce cas, pour ¢g = ¢|4,, T = Indgo T, est irréductible et
donc I'indice r € K . En plus, lapplication ¢ — ¢ = ¢1g, est un isomorphisme
d’espace affine qui respecte les mesures d\ sur V et d\° sur V°. De méme, la
polarisation de Vergne b(¢) est encore incluse dans go pour tout ¢ € Vg et elle
est égale a la polarisation de Vergne b(¢g) en ¢ dans go par rapport a la bonne
suite de sous-algebres 59 qui est adaptée a §j.

Tout élément g de G s’écrit de maniere unique sous la forme g = exp(tX) - go,
avec t € R, et go € Gg. Pour une fonction ¢ sur G, nous notons & la fonction
sur Go définit par &(go) = &(exp(tX)go) pour tout go € Gp. Nous notons

fO :f|go-

Vu que
AB(0),6(0) = Ap(p0),G,(D); b€ B(do), (4.5.2)
nous avons pour tout £ € C(G/H, f) que

U))@)) = Tog),6€(9) = To(g0),55t(90) = Uo(&e)(¢0)(g0)- (4.5.3)

Ajoutons que la mesure dg g sur G/H ., définie a partir de la base de
Malcev B est égale a la mesure définie a partir de la mesure venant de la base de
Malcev {X }UBq. Nous avons donc pour tout n € C°(Go/H, fo) via l’hypothese
de récurrence

H77H2L2(GO/H,fO) = /\/0 HTb(¢o)7577”2L2(G0/B(¢0),¢0)d/\0(QbO)'

et donc pour tout £ € CX*(G/H, f)

Joe))2 = /V VN2 6 0.0 AN 6) = /V 1 Toto 0612 20 )0 M)

(nous appliquons 'hypothese de récurrence sur Gy )

:/RH&HZL%GO/H,fo)dt = 1€l172(c/m.p)-

Passons au second cas qui arrive lorsque indice r € L ¢. & d. les
(G— orbites associées aux éléments en position générales ne sont pas saturées par
rapport a go. Nous avons alors que

Vo={o+sX* s€R, ¢ €V, 0(X)=0}~V° xR,

Remarquons dans ce cas que pour tout ¢ € Vg, g(¢) n’est pas inclu dans go et
donc il en est de méme pour les polarisations b(¢). Comme dans (4.1.1.2)

b(¢o) = b(2) Ngo
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est la polarisation de Vergne en ¢g = ¢|g, dans go par rapport a la bonne suite

50 et que b(@) = b(do) B RB,(¢), ou
Bn(¢) = X + Zo(9)

et Zo(¢) € go ne dépend que de ¢g d’aprés (4.1.1). Pour ¢ € Vg, nous pouvons
écrire que ¢ = @dg+sX* ol ¢g+sX* est la forme linéaire sur g dont la restriction
sur go est ¢g et la valeur en X est s.

La formule (4.5.2) est encore vraie dans ce cas et nous avons pour

£ € CX(G/H, f) que

1
Tuoréo)= [ Elgpa®DRL olb) doiounld
B(¢)/H

:/R/B<¢ o £(g exp(tBn(6))bo)X s, (bo)e ™ Al (exp(tBa(9)))

itdo(Zo 11/2
o Litéo(Z (¢))AB(<{$0),GO(60) Aoy 11(bo)dt

= / To(g0).6E (g exp(tBn(¢)))emsAgﬁéjG(exp(tBn(@))em¢o<Zo<¢>>dt (4.5.4).
R
Pour tout £ € C°(G/H, f) nous avons que

1117260 p) :/RHgtHzLQ(GO/H,fO)dt

(nous appliquons 'hypothese de récurrence sur Gy )

- / / f Totanyni(90) 2 dio. 5o (g0)dA (0 )dt
R JVO JGo/B(é0)

- / / f Totony o€ (exD(tX)90) 2dve, (o (g0)dtdN (o)
VO JR JGo/B(é0)

(nous appliquons le lemme (2.2) )

— [ F a9 o (910X (60) (45.5)
Ve JG/B(éo)

(nous appliquons encore le lemme (2.2) )

N /vo fi?o/BWso) /]R To(60).5¢ (90 exp(an(qb)))Ag%éig(eXp(SBn(qb)))|2d3
dvy, B(s)(90)dN° (o)
:/VO £0/3(¢0)A|Tb<¢o>,n£(go exp(sBn(6))) A5 o(exp(sBa(6)))

0000 2 dsdue pigo)(90)dN° (¢o)
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(nous appliquons la formule de Plancherel)

B /vo fgo/BWo) /R | /RT[’(%)’“&(QO exp(tBn(9))) Ay (exp(tBn(6)))

eLitseLit¢o(Z0(¢))dt|2d3d,/GO7B(¢O)(go)d/\o(qbo)

:/ /% To(po+sx4).66(9) | dva. Bgotsx) (9)dsdN® (o)
vo Jr Ja/B(sotsx*)

- /V 1 Toer 061226 300y 0 dN(6) = /V NN s a0y, NS) = |U(E)]2-

Notons que la base X'(¢) = Xo(¢)U{B,(¢)} est coexponentielle a b(eg)
dans g, et donc elle nous permet de construire la forme positive vg p(4,) avec
laquelle 'intégrale de la ligne (4.5.5) a été calculée. Donc U est une isométrie
sur C>(G/H, f) qui est en fait une partie dense de L*(G/H, f), il existe donc
une extension unique U de U en une isométrie sur H(f,h, G) tout entier. Nous
la notons toujours U. La relation de covariance voulue étant requise sur ’espace
tout entier, ce qui acheve la preuve. [ ]

Nous avons vu dans [2] par un exemple dans le cas nilpotent qu’on ne
peut pas prendre n’importe quel choix de polarisations pour obtenir un opérateur
d’entrelacement.

4.6. Nous allons prouver maintenant que les formules (4.5.3) et (4.5.4) établies
dans la preuve du théoréme sur C2°(G/H, f) sont vraies sur L*(G/H, f) tout
entier. Nous reprendrons les cas étudiés dans le théoreme précédent.

4.6.1. Dans le premier cas, il est clair que L*(G/H, f) ~ L*(R, L*(Go/H, fo))

et que

| BHG/B@).0)1a0) [ | IR 12(Go/Bln). )X (o).

Ainsi, U = Uy o W, on W : L*(G/H, f) — L*(R,L*(Go/H, f)) est le champs
d’opérateurs définie par
W(E)(t)(go) = E(exp(tX) - go) = &ilg0), 90 € Go
et Uo(€)(t)(g0) = Uo(&)(g0)-
4.6.2. Passons au deuxieme cas, soit ¢ € Vo et ¢g = ¢|g,. Alors ¢ = o5 =

o+ sX* pour un certain s € R. Pour n € C°(G/B(¢o), ¢o), soit n° la fonction
définie sur G par

778(9) — /Rn(g exp(tBn(qb)))eJ_itsAg%éiG(exp(tBn(¢)))€Lit¢o(Zo(¢))dt7 g€ G.

Alors il est clair que la fonction 7° existe pour tout s € R, en plus elle vérifie
la relation de covariance (2.3.1) pour G, B(¢s) et ¢s. Vu que G/B(¢s) =~
Go/B(¢o), un raisonnement analogue a celui de la proposition (4.3) nous conduit
au fait que n®* € C°(G/B(ds), ¢s) et done n* € L*(G/B(¢s), s). Remarquons
que s — n®(g) est une fonction de Schwartz pour tout g € G et donc
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/Rns(g)ds - /R n(gexp(tBn(¢)))e“tmg}gﬁ(exp(tm(¢)))e“t¢o<zo<¢>>dtds

D’autre part, nous avons que

0o 0= B 1l0) v ()
(G/B(¢0):60) G/ B(do)

(nous appliquons le lemme (2.2) )

N fé}/B(m) /R In(g eXp(tB"(qb)))|2Aé%m),G(GXP(tBn(Qb)))dtd’/G,B(qss)(g)

— fi; s )/R|77(goeXp(tB"(qb)))Ag%(é?’G(eXp(tBn(¢)))€Lit¢0(Z0(¢))|2dt

dvG,, B(g0)(90)

(nous appliquons le théoreme de Plancherel)

4, /360 L1 [ ntaoesp(tBa@))e s AL lesp(tB.(6)

eJ_it¢o(Zo(¢))dt|2d3dl/GO7B(¢o) (90)

= fé} /B(¢ )/R|T/8(go)|2d8d7/G07B(¢0)(90) :/RHT/SH%Q(G/B((;%)#&S)CZS

Par extension, nous pouvons déduire que

[S5)
12(G/B(oo). do) ~ / L2(GB(2). 6:)ds.

R

Notons Wle champs d’opérateurs

[S5)
T L3(G/B(do). do) / L3(G/B(64). du)ds, 1 s Tn)(s) = ',

Soit encore l'opérateur U° défini sur L2(G/H, f) par

U°(€)(¢0)(exp(tX) - go) = Uo(&r)(¢o)(g0).

Il n'est pas difficile de vérifier que pour presque tout ¢g € V°, (jo(f)(qbo) est
dans l'espace L?*(G/B(do),¢0). Nous avons alors sur L*(G/H, f) que

U="oU°

Le paragraphe suivant consiste a démontrer que l'opérateur U est in-
versible.
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Théoreme 4.7.  Nous gardons les mémes hypothéses et les notations que dans
le théoréme (4.5). Alors lopérateur d’entrelacement U décrit dans ce théoréme
est inversible. Son inverse V = ULl est donné pour tout K € C>(V,y,C.) et
g € G par:

WM@zﬂK@@Mw-

Preuve. Il est clair que V entrelace formellement la formule (4.5.1) et
que V(K) posseéde la relation de covariance (2.3.2) pour g,h et f. Nous al-
lons démontrer donc que pour K € CX(Vy,C.), V(I) est un élément de
L*(G/H, f). Nous démontrerons en fait que V est une isométrie sur C°(Vy, C,),
et comme dans la preuve du théoreme précédent nous pouvons l’étendre de
manieére unique sur L#(V, L?) tout entier en une isométrie V' que nous notons
toujours V.

Nous raisonnons comme avant par récurrence sur dim(G/H) et nous
gardons toutes les notations du Théoreme (4.5). Montrons que

IV p) = /V VK ()6 306,01 0NS).

Dans le premier cas ou presque toutes les orbites des éléments en position générale
sont saturées par rapport a go nous avons pour g = exp(tX)go que

VK)o = |

\%

K(é)(exp(tX)g0)N(6) = [

\%

Ei(60)(g0)d\" (o)

— Vo(K()(g0) = V(K )i(g0): (4.7.1)

ou Ky(oo) = (K(#))¢. Ainsi

V@m0 = [ IVl o1

(nous appliquons (4.7.1) )

_ / v

(nous appliquons 'hypothése de récurrence)

= /]R/VO HIX’t(qu) = "%2(G0/B(¢0)7¢0)d/\0(¢0)dt — HI{H%

Passons au deuxieme cas, nous allons prouver tout d’abord ce lemme.

Lemme 4.7.1. Supposons que nous sommes dans ce deuziéme cas. Soit
K € C®(Voy,C.). Pour 9 € V° et r € R, nous notons comme dans (4.5) et
(4.6.2) ¢o + rX* la forme linéaire sur g dont la restriction ¢ go est ¢o et dont
la valeur en X est r. La fonction Ki définie sur V° x G par

K1(¢o)(g) = /RK(qbo +rX*)(g)dr, ¢o €V°, g€ G
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est C'° dont la restriction o VO x Go est dans CEO(VO,CC).

Preuve. Il est clair que K existe, car pour ¢g € V° C g& fixé, application
r— K(¢po +rX*)(g) est continue a support compact dans R. Il est clair que
Iapplication (¢o,q) — Ki(¢o)(g) est C= sur V° x G. D’autre part et d’aprés
ce qui précede, la base {Z Zi b, 11 < .-+ < 1y est coexponentielle a b(o)
dans g pour tout ¢ € Vi et & b(¢g) dans go pour tout ¢g € VY. Ainsi, vu que
I’application

119 - -

(5t tg) = K(D)(exp(ty Zi, ) - - - exp(t1 Zi,))

est C'*° a support compact dans Vg x R?, I’application
(o,t1,....tq) = K1(do,exp(tyZ;,) - exp(t1 Z;,))

sera C'™ & support compact sur V° x RY.

La relation de covariance voulue se déduit de celle de K (¢pg + rX™) et
de la relation (4.5.2). n

Retournons a la suite de la preuve du théoreme. Soit g = exp(tX)go € G,
nous avons que

V)9 = [ Ko)a)ire) = [ [ Koo + X exp(tX)go)dsax’ (o)
= [ Kea(60)(a0)d (60) o 501 ) (90) (4.7.2)

ot Ko 1(c0)(go)= /R Ki(do + X *)(go)dr

Vu que la fonction r — K(¢g + rX*)(g) est C* a support compact,
nous avons d’aprés le théoreme d’inversion de Fourier que

K(po +1rX*)(g) = / K(po 4+ 2 X*)(g)e et dtda
RQ

= / K(do+ 2 X") g exp(tBa(9))) Al (exp(tBa(4)))

(Litoo(Zo(9)) , Lirt gy 1.
- / K1 (60)(g exp(tBa( @) A gt o (exp(tBa(6))

eLitoo(Zo(@) Lirt gy (4 7.3).

Il en résulte que pour ¢, = ¢g + rX*, nous avons que

[P = [ 151(00) g exp(tBu(0)PABL, olexp(tBy (¢))dr
(4.7.4)

Ainsi nous avons que
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152 = /V VK2 061 0y AN):

/Vo/fg/B(qs) ¢r)(u)*dvg (o, (w)drd\° (do)

- / / f LK (60) (1) Py 00y (10)drd X (60)
VO JR GO/B(¢0)

(nous appliquons (4.7.4) )

/\/Ofi; I B60) /|Ix1 b0)(go0 exp(tBn(4)))]? AB(¢) (exp(tB,(¢)))dt

dvery, B(66)(90)dA° (d0)

(nous appliquons le lemme (2.2) )

:/ f 1K1 (¢0)(9)|*dva, 5oy (9)dN" (o)
vo Ja/B(go)

_ / / f K01 (60)(90) P vy 560y (90) AN ()
VO JR GO/B(¢0)

_ / / f 1K1 (60)(90) P vy 560y (90)dN° (S0 )
RJVO GO/B(¢0)

(nous appliquons 'hypothese de récurrence, ensuite (4.7.2)
— [ IVt = IV,

Nous allons prouver dans cette derniere étape que U oV = Id, ce qui va
impliquer que l'opérateur U est surjectif donc inversible et que son inverse est
V. Nous allons prouver cette égalité sur C>°(Vg,C.) qui est une partie dense,
et donc nous aurons le résultat partout.

Nous raisonnons encore par récurrence sur dim(G/H).

Soit ¢ € Vo, g = exp(tX) - g0 € G et K € CX(Vy,C.), nous avons d’aprés
(4.6.1) et (4.7.1) que pour le premier cas:

UoV(K)(¢)(g) = Uo o Vo(Kt)(¢0)(g0)
(nous appliquons 'hypothése de récurrence)

= K¢(¢0)(g0) = K(¢)(exp(tX)go) = K(4)(g)-

Passons au second cas. Nous pouvons écrire que ¢ = ¢, pour un certain
r € R. D’aprés (4.7.3) nous avons pour g = exp(tX)go que



BAKLOUTI 45

K(¢o+rX*)(g) = /RKl(sbo)(g eXP(SBn(¢)))Aéﬁéig(exp(an(@))
oLisoo(Zo()) pLirs jg

(nous appliquons 'hypothése de récurrence)

= /R Uo © Vo(K1,1)(0)(go exp(sBu(9)) AR o(exp(sBa(9)))

oLisgo(Zo(#) pLirs ]
(nous appliquons (4.6.2) et (4.7.2))
=UoV(K)(¢do +rX")(g).
Ce qui acheve la preuve du théoreme (4.7). ]

5. Applications

5.1. Nouvelle désintégration (rationnelle) de L?(G). Soit G un groupe de Lie
résoluble exponentiel d’algebre de Lie g, on sait que Ind?e} 1 est la représentation

réguliere gauche \g qui se réalise sur L*(G) par

Aa(g)é(x) = €(gt )

pour tout g,z € G et £ € L*(G).
Ici donc f =0 et I'y = g*. Soit donc une bonne suite de sous-algebre de g

p={0}CayCayC---Ca,=g (5.1.1)

a laquelle nous associons une base de Malcev B = {X;,X5,...,X,,} de g,
X: € a; \ a;11. Dans ce cas et suivant la définition (3.2) nous avons que K¢}
est 'ensemble de tous les 7 € {1,...,n} tels que presque toutes les A;-orbites
sont saturées par rapport a a;j q; il en découle que V ={¢ € g* : (9. X;) =
0, j € K14}, Soit ¢ € V', nous notons ¢; = Pla; » 50t B(¢) la polarisation de
Vergne en ¢ par rapport a la suite de Jordan-Hoélder (5.1.1), nous notons b(¢)
la sous-algebre associée & B(¢) qui est en fait égale a

7

b(6) =) ai(¢),

=1

en outre, nous savons d’aprés la condition de Pukanszky (Théoreme 2.4) que
AQ*(B(6))6 = 6+ b(d)*

Soit pg la mesure de Haar sur G, nous obtenons la désintégration
rationnelle de L?*(G) suivante:
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(2@) = [ (1(6B6).0) )

\%

L’isométrie est donnée par:

v = [ L S GE n(v), g € G

ou ¢ € CP(G) lensemble des fonctions C*° a support compact dans G et
¢ €V, dp(s) étant la mesure de Haar sur B(¢).

Exemples 5.2.  Soit G le groupe de Boidol, son algebre de Lie g est engendrée
par les vecteurs A, XY, Z tels que [A, X] =X, [A,Y]=-Y, [X,Y]=Z. Soit
H = exp(h) = exp(RZ) le sous-groupe analytique de G.

5.2.1. Nous posons f = AZ*, A # 0. La bonne suite de sous- algebres passant
par b est
h=RZ Cvect(Z,Y) Cvect(Z,Y,X) Cg.

Il est clair que

Vo~ f+RY"pRAN

Nous posons Vo =V et nous notons par ¢ 3 'élément AZ* + oY ™ + fA*. La
polarisation de Vergne en un élément ¢, 3 de Vi est

B(ba,3) = exp(b(da,5)) = exp(vect(Z,Y, A+ TX)).

L’expression de notre opérateur est

U(&)(a,p)(g) = /R2 {(g - exp(t(A+ %X))eXp(sY))eJ‘”ﬂeJ‘mseJ‘%dtds,

ou ¢ est C'*° sur GG a support compact modulo H et ¢ € G. Vérifions bien que
U est une isométrie

U3 :/RQ/R|U(§)(¢a,ﬁ)(exp(:z:X))|2d:z;dozdﬁ
= /R | . E(exp(aX)-exp(#(A + %X))eXp(SY))eJ‘”ﬁeJ-mseJ-%

dtds|*drdadp3

/ |/ E(exp(aX) - exp(B(A + %X))eXp(SY))eJ‘mstFeJ‘ﬁd:chozdﬁ
R3 R

/RS |/R§(exp(:1;X) -exp(—%X) -exp(BA) -exp(%X) exp(sY))

et ds|2 el drdads
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:.A; E(exp(BA) - exp(et’ 2 X) - exp(aY))|? et dadedp.
=/, E(exp(aY) - exp(eX) exp(BA))[*dadzdB = |€||72c/u.p)-

L’opérateur inverse est donné pour tout K € C*(Vg,C,.) et g € G par:
VIE)@) = [ K(bus)(g)dads
RQ

5.2.2. Soit maintenant H = exp(h) = exp(RZBHRX) le sous-groupe analytique
de G. Nous posons f = AZ*, A # 0. La bonne suite de sous- algebres passant
par b est

h =vect(Z,X) Cvect(Z,X,Y) Cg.

Il est clair que

Vo~ f 4 RA®

Posons Vo = V et notons par ¢, 'élément A\Z* + a«A*. La polarisation de
Vergne en un élément ¢, de Vi est B(po) = exp(b(pa)) = exp(vect(Z, X, A)).

L’expression de notre opérateur est

U(€)(da)(g) = / E(g - exp(tA))etite et at,

ou ¢ est C'™ sur G a support compact modulo H et g € GG. L’opérateur inverse
est donné pour tout K € C(Vy,C.) et g € G par:

V(E)(g) = / K(¢a)(g)da

R

5.2.3. Prenons maintenant H = {e} et f = 0. La bonne suite de sous-
algebres adaptées a fj qu’on prend est

{0} CRZ Cvect(Z,Y) Cvect(Z,Y,X) Cg.

Il est clair que

V~RZ*&RY*® RA™

Notons par ¢y q,3 I'élément AZ*+aY *+ 3A*. Posons Vo = {¢xa,5: A +a? #
0}. La polarisation de Vergne en un élément ¢y o 3 de Vo est

B(éx.a.8) = exp(b(dr.a,)) = exp(vect(Z, Y, AA + aX)).
L’expression de notre opérateur est

U€)(dr,a.8)(9)
= /RS £(g - exp(t(AA + aX))exp(sY) exp(rZ))etitr etiascLidre L

2

2 dt dsdr,
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ou ¢ est C'™ sur GG a support compact dans G et g € G.

L’opérateur inverse est donné pour tout K € C*(Vg,C,.) et g € G par:
VIE)9) = [ K(or0)g)drdads
RB

Question 5.2.4. Nous ne supposons plus que § est un idéal de g. Soit g
lalgebre de ax +b; g = RX @ RY, [X,Y] =Y. Nous prenons f = Y* et
h =RX € M(f,g). Le groupe completement résoluble G = exp g n’a que deux
représentations unitaires irréductibles de dimension infinie 74 associées a deux
orbites ouvertes &G - Y. La représentation monomiale 7 = Indg Xs, Hexph,
est équivalente a la somme directe 74 & 7 .

Nous réalisons 74 comme Indg X+y+ ot B = exp(RY) et nous identi-
fions Hr, a L*(R) par 'application

€ — £(t) = E(exptX), (1 € R).

Par ailleurs, nous considérons l'opérateur U défini pour un tel £ et pour un
g € G par

W@WW@ZA&%%MWW“%

U@M—YUQﬁ=1é£@-@®@YD4%ﬁ

En écrivant tout simplement &£(¢) au lieu de &(exp(tY)) et en posant ¢ =
exp(bX), ces expressions deviennent

U N expbX) = [ et tetbar = eHh(e)
et
U(€)(~Y*)(exp(bX) /5 (L dr = REE(—eth),

Nous aurons donc

é é
(e m-/|2 |%+/|2 1)[2p

= [P+ [ et P
R R

4+ oo N 0 N
=/‘|wwﬁ+/ ED)Pab
0 1loo

=AM@R%=wm@mﬂ

Nous remarquons que notre opérateur marche encore dans cette situa-
tion. On se pose la question si on peut déterminer une partie V' de g* pour
laquelle U'opérateur (4.2.1) sera bien défini et entrelace bien (2.7.1)I'
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