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1998 Heldermann VerlagNouvelle D�esint�egration Lisse De L2(G)Pour Les Groupes R�esolubles ExponentielsAli BakloutiCommunicated by Jean LudwigAbstract. Nous pr�esentons dans cet article une nouvelle d�esint�egration(lisse) de L2(G) lorsque G est un groupe de Lie r�esoluble exponentiel. Ainsi,nous explicitons un op�erateur d'entrelacement lisse entre une repr�esentationmonomiale induite �a partir d'un sous-groupe invariant et sa d�ecompositionen irr�eductibles qui ne tient pas compte des multiplicit�es intervenants dansla d�ecomposition. 1. IntroductionSoit G un groupe de Lie r�esoluble exponentiel d'alg�ebre de Lie g . La m�ethodedes orbites permet de param�etrer le dual unitaire Ĝ de G par l'espace des orbitescoadjointes g?=G de G . Plus pr�ecis�ement, si f est un point du dual g? de g ,il existe des polarisations r�eelles b en f qui v�eri�ent la condition de Pukanszky.La repr�esentation monomiale �(f; b; G) de G , induite par un caract�ere unitaire�f du sous-groupe B = exp b dont la di��erentielle est �if jb est irr�eductible.De plus, la classe d'�equivalence de �(f; b; G) ne d�epend que de l'orbite coadjointeG � f de f . Cette construction nous donne une bijection de l'espace des orbitesg?=G sur Ĝ (voir [3], [4], [12]).Soient b1 et b2 deux polarisations de g en f 2 g? v�eri�ant la condi-tion de Pukanszky. Le probl�eme pos�e par Vergne et qui consiste �a construireun op�erateur d'entrelacement entre �(f; b1; G) et �(f; b2; G) a �et�e enti�erementr�esolue par Lion [14] dans le cas nilpotent et par Arnal, Fujiwara et Ludwig dans[1] pour les groupes r�esolubles exponentiels.Lorsque h est une sous-alg�ebre v�eri�ant f([h; h]) = 0 qui n'est pasune polarisation r�eelle v�eri�ant la condition de Pukanszky, la representation� = �(f; h; G) n'est plus irr�eductible. On la d�ecompose ou on la d�esint�egreen une int�egrale directe d'irr�eductibles. D'apr�es [5], la d�esint�egration centrale de� s'�ecrit: � ' Z �̂G m(�)�d�(�); (1:1)ISSN 0949{5932 / $2.50 C
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26 Bakloutio�u � est l'image par l'application de Kirillov-Bernat d'une mesure positive �niesur �f = f+h? � g? �equivalente �a la mesure de Lebesgue et m(�) est le nombredes H�orbites contenues dans �f \ 
� , (
� �etant l'orbite coadjointe associ�ee�a la repr�esentation � ).La construction explicite d'un op�erateur d'entrelacement entre � et sad�esint�egration, apparut comme une question naturelle de cette th�eorie. Dans [2],nous avons donn�e une r�eponse quasi-d�e�nitive �a cette question dans le cadre desgroupes de Lie nilpotents. Dans ce papier, nous commen�cons la recherche decet op�erateur pour des groupes r�esolubles exponentiels. Plus pr�ecisement nousallons essayer d'expliciter un op�erateur d'entrelacement lorsque h est un id�eal deg . Nous esp�erons que nos r�esultats vont se g�en�eraliser �a une classe plus grandede sous-alg�ebres h de g .Le papier se compose de cinq sections. Dans la premi�ere et la deuxi�eme,nous donnons quelques rappels sur les groupes exponentiels ainsi que sur lad�ecomposition des repr�esentations induites. Dans la troisi�eme section, nousd�eterminons �a partir d'une bonne suite de sous-alg�ebres s = (ai)ni=0 qui passepar h , un sous-espace a�ne V de f + h? , ainsi qu'une mesure d� sur V telleque IndGH �f ' Z �V ��d�(�);o�u �� sont les repr�esentations irr�eductibles associ�ees �a � . Dans la quatri�emesection, nous construisons un op�erateur d'entrelacement unitaire explicite et ondonne son inverse. La construction de cet op�erateur U se fait de la fa�con suivante.Nous partons de la bonne suite s , nous d�eduisons une base coexponentielle B�a h dans g , nous obtenons notre espace de d�esint�egration V avec la mesure deLebesgue d� . La base B nous d�e�nit une mesure invariante sur G=H , donc lanorme sur l'espace H� de � . Nous construisons ensuite un ouvert de Zariski V 0de V , pour chaque � 2 V 0 la polarisation de Vergne b(�) en � relativement �a labonne suite s . Ces polarisations contiennent �evidemment h . Nous d�eterminonsensuite pour tout � 2 V 0 une base coexponentielle X(�) �a b(�) dans g , cettebase va nous �xer une forme positive G� invariante �G;B(�) sur K(G;B(�)) quiest l'espace des fonctions num�eriques continues sur G , �a support compact moduloB(�) = exp(b(�)) et qui v�eri�ent:F (gb) = �B(�);G(b)F (g) (g 2 G; b 2 B(�));donc la norme sur l'espace H� de la repr�esentation irr�eductible �� = IndGB(�) �� .De la même mani�ere une base coexponentielle Y (�) �a h dans b(�) donc unemesure invariante dB(�);H sur B(�)=H . Toutes ces bases varient de fa�concontinue en � 2 V 0 et nous permettent de d�e�nir l'espaceH = Z �V H�d�(�)de la d�esint�egration de � . Nous asso�cions maintenant �a chaque fonction in�ni-ment di��erentiable � sur G �a support compact modulo H v�eri�ant�(gh) = �f (h�1)�1=2H;G(h)�(g); (g 2 G; h 2 H)



Baklouti 27et �a chaque � 2 V 0 le vecteur C1Tb(�);h�(g) = ZB(�)=H �(gb)��(b)��1=2B(�);G(b) dB(�);H(b); g 2 Gde H� . Nous montrerons dans (4.5) queZV kTb(�);h�k2H�d�(�) = k�k2H�et que nous obtenons de cette fa�con un op�erateur d'entrelacement isom�etriquequi transforme � en une int�egrale des �� sur V et dans (4.7) que cet op�erateurest inversible.Dans la derni�ere section, nous examinons des exemples et nous d�ecrivonsune nouvelle d�esint�egration (lisse) de L2(G) .2. Notations et Rappels2.1. Soit toujours G = exp g un groupe de Lie r�esoluble exponentiel d'alg�ebrede Lie g , c'est �a dire un groupe de Lie r�eel tel que l'application exponentielle:exp : g �! Gest un di��eomorphisme de g sur G . Soit g? l'espace vectoriel dual de g . G agitsur g? par la repr�esentation coadjointe. Si f est un point de g? , on d�e�nit laforme bilin�eaire altern�ee Bf sur g� g par:Bf (X;Y ) = f([X;Y ]):Si p est un sous-espace vectoriel de g , on pose:p?(g?) = fl 2 g? : ljp = 0g;ljp est ici la restriction de l �a p et:pf = p(f) = fX 2 g : Bf (X; p) = 0g:Pour simpli�er les notations, lorsque cela ne prête pas �a une confusion, on noterap? l'espace p?(g?) .Si p � p(f) (resp. p = p(f)), on dit que p est un sous-espace isotrope(resp. lagrangien) pour Bf . On note S(f; g) (resp. M(f; g)) l'ensemble dessous-alg�ebres isotropes (resp. lagrangiennes) pour Bf . Alors un �el�ement b deS(f; g) est dans M(f; g) si et seulement si:dim b = 12 (dim g+ dim g(f))(cf. [4], chap. IV).



28 BakloutiSoient dg une mesure de Haar �a gauche sur G et �G la fonction modulede G de sorte que l'on a:ZG F (gx�1) dg = �G(x)ZG F (g) dg (x 2 G)pour toute fonction F appartenant �a l'espace K(G) des fonctions continues surG �a support compact. Il est bien connu que:�G(x) = jdet Ad xj�1 (x 2 G):Soit H un sous-groupe ferm�e d'alg�ebre de Lie h . On note �H;G lecaract�ere de H �a valeurs dans R+ d�e�ni par:�H;G(h) = �H(h)�G(h) :On a, pour X dans h ,�H;G(exp X) = exp(Tr adg=h X):Il est clair que lorsque H est un sous groupe normal de G , alors �H;G(h) = 1pour tout h 2 H .Soit K(G;H) l'espace des fonctions num�eriques F continues sur G , �asupport compact modulo H et qui v�eri�ent:F (gh) = �H;G(h)F (g) (g 2 G; h 2 H):G agit sur cet espace par translation �a gauche. On sait ([4]) que, �a un scalairemultiplicatif pr�es, il existe une et une seule forme lin�eaire positive G-invariantesur K(G;H) . On la note �G;H et on l'�ecrit sous la forme d'une int�egrale:�G;H(F ) = IG=H F (g) d�(g):Si �H = �G sur H , �G;H est une mesure G-invariante sur l'espace homog�eneG=H . On prend maintenant un sous-groupe ferm�e K de H . Le lemme suivantjouera dans la suite un rôle fondamental.Lemme 2.2. (Formule de transitivit�e [4], chap. V) Soient K � H des sous-groupes ferm�es de G et F une fonction �G;K - int�egrable. Alors l'ensemble desg de G tels que la fonction sur H :h 7! F (gh)��1H;G(h)ne soit pas �H;K -int�egrable est �G;H -n�egligeable, la fonction d�e�nie sur G par:g 7! IH=K F (gh)��1H;G(h) d�H;K(h)



Baklouti 29est �G;H -int�egrable et, �a une normalisation pr�es, on a la formule:IG=K F (x) d�G;K(x) = IG=H d�G;H(g)IH=K F (gh)��1H;G(h) d�H;K(h):2.3. Soit � une repr�esentation unitaire de H dans un espace de Hilbert H .On note K�(G;H) l'espace des fonctions F continues sur G �a valeurs dans Hqui v�eri�ent: F (gh) = �1=2H;G(h)�(h)�1F (g) (g 2 G; h 2 H)et dont le support est compact modulo H . Si F appartient �a K�(G;H) , lafonction g 7! kF (g)k2H appartient �a K(G;H) et l'on pose:kFk2 = IG=H kF (g)k2H d�(g):La repr�esentation induite IndGH � de G se r�ealise par translation �a gauche dansl'espace de Hilbert compl�et�e de K�(G;H) muni de la norme d�e�nie ci-dessus.Etant donn�e un �el�ement h de S(f; g) , on note �f le caract�ere unitairede H = exp h d�e�ni par:�f (exp X) = e�if(X) (X 2 h):Ce caract�ere induit donc une repr�esentation unitaire �(f; h; G) = IndGH �f de Gdans l'espace de Hilbert H(f; h; G) , compl�et�e de l'espace K(f; h; G) des fonctionsnum�eriques continues F sur G �a support compact modulo H et v�eri�ant:F (gh) = ��1f (h)�1=2H;G(h)F (g) (g 2 G; h 2 H): (2:3:1)Il est clair que lorsque H est un sous groupe normal de G , alors la condition(2:3:1) sur F devientF (gh) = ��1f (h)F (g) (g 2 G; h 2 H): (2:3:2)On d�esigne par I(f; g) le sous-ensemble de S(f; g) form�e des sous-alg�ebres b telles que �(f; b; G) soit irr�eductible.Th�eor�eme 2.4. (Crit�ere de Pukanszky [16]; [4], chap. VI) Soit b un �el�ementde S(f; g) . Alors les conditions suivantes sont �equivalentes:i) B � f = f + b? ;ii) b appartient �a M(f; g) et f + b? � G � f ;iii) Pour tout point l de b? , b appartient �a M(f + l; g) ;iv) b appartient �a I(f; g) .



30 BakloutiSi les conditions �equivalentes du th�eor�eme (2.4) sont remplies, on dit queb v�eri�e la condition de Pukanszky.On connâ�t bien un proc�ed�e standard dû �a M. Vergne pour construireun �el�ement de I(f; g) . Soit s = (aj)nj=0 une bonne suite de sous-alg�ebres de g ,c'est �a dire une suite de sous-alg�ebres telle que:f0g = a0 � a1 � � � � � an�1 � an = g;pour tout j , 1 � j � n , dim aj=aj�1 = 1 et telle que, si aj n'est pas unid�eal de g , aj�1 et aj+1 sont toutes les deux des id�eaux de g et aj+1=aj�1 estun g�module irr�eductible. Dans ce cas aj�1 est toujours un id�eal de aj pour1 � j � n . Soit fj la restriction fjaj de f �a aj , pour 1 � j � n .Th�eor�eme 2.5. (cf. [4], chap. IV) Le sous-espace b = Pnj=1 aj(fj ) est unepolarisation en f qui v�eri�e la condition de Pukanszky.Nous appellerons polarisations de Vergne les polarisations qui sont construitespar ce proc�ed�e.2.6. Soit k une sous-alg�ebre de g . Un ensemble ordonn�e fX1;X2; : : : ;Xdgd'�el�ements de g s'appelle une base coexponentielle �a k dans g si l'application:((x1; x2; : : : ; xd); Y ) 7!0@ dYj=1 exp (xjXj)1A exp Yest un di��eomorphisme de Rd� k sur le groupe G . Une telle base existe toujours(cf. [4], chap. I).Conservons nos notations. Par exemple G = exp g d�esigne un groupede Lie r�esoluble exponentiel d'alg�ebre de Lie g , etc : : : Soit f un point de g?et H = exp(h) un sous-groupe normal de G . On construit la repr�esentationmonomiale � = IndGH �f . D'apr�es ce qui pr�ec�ede � se r�ealise par translations �agauche dans l'espace de Hilbert H� des fonctions � sur G qui sont continues etqui v�eri�ent (2:3:2) quels que soient g dans G et h dans H et de carr�e int�egrablesur G=H pour la mesure G� invariante. Un r�esultat sur la d�esint�egration de �a �et�e obtenu dans [15] par Lipsman:Th�eor�eme 2.7. Soit G = exp(g) un groupe r�esoluble exponentiel et H =exp(h) un sous-groupe normal de G , alors� ' Z �(f+h?)=H �ld�(l); (2:7:1)o�u � est l'image par l'application de Kirillov-Bernat d'une mesure positive �niesur �f � g? �equivalente �a la mesure de Lebesgue. D'autre part, les multiplicit�esintervenants dans cette d�ecomposition sont identiquement 1 ou +1 suivant quedim(H � l) = dim(G � l \ �f )



Baklouti 31ou non pour l g�en�erique dans �f ; de mani�ere �equivalente2 dim(H � l) = dim(G � l)ou non. En tout cas la multiplicit�e de �l dans � est le nombre de H�orbitesdans G � l \ �f .Nous allons rappeler maintenant un r�esultat bien connu, et qui sera utilis�e plustard �a maintes reprises. Soient g0 un id�eal de g tel que dim g=g0 = 1 etG0 = exp g0 . Soit p : g? �! g?0 la projection canonique. Par rapport �a g0 , lesorbites coadjointes de G , donc aussi les repr�esentations unitaires et irr�eductiblesde G , se classent en deux cat�egories. On note G(f) le stabilisateur de f 2 g?dans G , dont l'alg�ebre de Lie s'�ecrit g(f) . Dans la suite, on dit que l'orbite 
de f est une orbite satur�ee par rapport �a g0 (respectivement non satur�ee parrapport �a g0 ) si g(f) � g0 (respectivement si g(f) 6� g0 ).Th�eor�eme 2.8. (cf. [11,17]) Soient 
 une orbite coadjointe de G , f 2 
et �(
) la repr�esentation unitaire et irr�eductible de G , associ�ee �a 
 . On al'alternative suivante:(i) Si 
 est une orbite satur�ee par rapport �a g0 , alors p(
) est r�eunionde G0�orbites !t �a un param�etre t 2 R; !t exp(tX) � !0 avec X 62 g0et 
 = p�1(p(
)) . D'autre part, �(
)jG0 ' Z �R �(!t)dt tandis queIndGG0 �(!t) est irr�eductible.(ii) Si 
 est une orbite non satur�ee par rapport �a g0 , alors p(
) est uneG0�orbite, not�ee ! , et p�1(!) est r�eunion de G�orbites 
t �a unparam�etre t 2 R . D'autre part, �(
t)jG0 est irr�eductible et IndGG0 �(!) 'Z �R �(
t)dt .3. D�esint�egration des repr�esentations induites3.1. Fixons s = (aj)nj=0 une bonne suite de sous-alg�ebres de g , comme h est unid�eal de g , il est bien connue qu'on peut toujours choisir s de fa�con que h = appour certain p 2 f1; : : : ; ng .Une bonne suite de sous-alg�ebres de g v�eri�ant la propri�et�e ci-dessussera appell�ee une bonne suite de sous-alg�ebres de g adapt�ee �a h .A partir de cette bonne suite de sous-alg�ebres de g adapt�ee �a h , nouspouvons extraire une base de Malcev fZ1; : : : ; Zng de g , qui v�eri�e pour touti 2 f1; : : : ; ng , ai = vect(Z1; : : : ; Zi)et B = fX1; : : : ;Xrg = fZp+1; : : : ; Zng; (r = n � p); est une base de Malcevrelative �a h qui est en même temps une base coexponentielle �a h dans g . Nousutiliserons B pour d�eterminer une mesure G-invariante sur G=H , donc pour�xer la norme sur l'espace de l'induite IndGH �f . Cette mesure G-invariante que



32 Bakloutinous noterons dG;H sera d�e�nie comme suit: pour toute fonction continue �asupport compact ~a sur G=H nous avonsZG=H ~a(g)dG;H(g) = ZRr ~a(exp(trXr) � � � exp(t1X1))dtr � � � dt1: (3:1:1)Nous notons dans tout le reste du texte X = Xr , g0 = an�1 et s0 =(aj)n�1j=0 qui est en fait une bonne suite de sous-alg�ebres de g0 adapt�ee �a h .Notons de même que la base B0 = fX1; : : : ;Xr�1g qui est coexponentielle �a hdans g0 nous d�e�nie comme dans (3:1:1) une mesure G0� invariante dG0;H surG0=H , o�u G0 = exp(g0) .3.2. Soit s = (aj)nj=0 une bonne suite de sous-alg�ebres de g adapt�ee �a h etB = fX1; : : : ;Xrg une base coexponentielle de g par rapport �a h extraite des comme dans (3.1). Nous notons B? = ff1; : : : ; frg � h? sa base duale etAj = exp(aj) .Nous consid�erons pour tout j = 0; : : : ; n et tout � 2 �f ; �j = �jaj . Nousposons dj(�) = dim (Aj � �j) = rang �(h�; [Zi; Zi0 ]i)1�i;i0�j� etdj = max�2�f dj(�); d0 = 0:Nous posons encoreLH = nj 2 f1; : : : ; rg; dj+p = dj�1+po etKH = f1; : : : ; rg n LH = nj 2 f1; : : : ; rg; dj+p > dj�1+po:Il est clair que pour tout j dans KH , presque toutes les Aj+p� orbites dans�j+pf = �f jaj+psont satur�ees par rapport �a aj�1+p . De même, pour tout j dans LH presqueaucune Aj+p� orbite dans �j+pf n'est satur�ee par rapport �a aj�1+p .Nous notons �0f l'ensemble des �el�ements � 2 �f qui v�eri�entdj+p(�) = dj+p;8j 2 f1; : : : ; rg:Alors �0f est un ouvert de Zariski dans �f . Les �el�ements de �0f seront appel�esen position g�en�erale. Il est clair que nous pouvons toujours prendre f dans �0fet donc V 0 = V \ �0f est un ouvert de Zariski non vide de V o�uV = ff + Xi2LH tifi; ti 2 R g � �f : (3:2:1)Soit d� la mesure de Lebesgue sur V .



Baklouti 334. Construction de l'op�erateur d'entrelacement4.1. Di��erentes constructions. Soit s = (aj)nj=0 notre bonne suite de sous-alg�ebres de g qui est adapt�ee �a h , nous en d�eduisons une base coexponentielleB = fX1; : : : ;Xrg �a h dans g . Nous obtenons notre espace de d�esint�egration Vavec la mesure de Lebesgue d� comme dans (3.2). La base B nous d�e�nit unemesure invariante sur G=H , ce qui permet de �xer la normek�kL2(G=H;f) = (ZG=H j�(g)j2dG;H(g))1=2des �el�ements de l'espace H� = L2(G=H; f) de � .Nous allons construire dans la suite un ouvert de Zariski V 0 de V , pour� 2 V 0 nous allons consid�erer la polarisation de Vergne b(�) en � relativement�a la bonne suite s et puisque cette bonne suite est adapt�ee �a h , nous avonsforcement h � b(�) pour tout � 2 V 0 . Nous allons construire ensuite pour� 2 V 0 , une base coexponentielle X(�) �a b(�) dans g , une base coexponentielleY (�) �a h dans b(�) . Toutes ces bases varient de fa�con continue sur V 0 .Pour � 2 V 0 et j = 1; : : : ; n , nous notonsJj(�) = nk 2 f1; : : : ; jg : aj(�j) + ak�1& aj(�j) + ako:L'ensemble d'indice Jj(�) n'est g�en�eralement pas constant lorsque �d�ecrit V 0 mais son cardinal est constant et est �egale �a dj pour tout j = 1; : : : ; n .Notant donc Jj(�) = fi1(�) < � � � < idj (�)g;nous pouvons mettre sur les Jj(�) , � 2 V 0 l'ordre lexicographique d�e�nit parfi1(�) < � � � < idj (�)g < fi1(�0) < � � � < idj (�0)gs'il existe � 2 f1; : : : ; djg tel que i1(�) = i1(�0); : : : ; i��1(�) = i��1(�0); i�(�) <i�(�0) . Posons �a l'aide de cet ordreJj = min�2V 0Jj(�) = fi1 < � � � < idjgj = 1; : : : ; n . Dans la suite nous notons V 0 l'ensemble des �el�ements de V 0 quiv�eri�ent pour tout j = 1; : : : ; n , Jj(�) = Jj etQj(�) = det�(h�; [Zi; Zi0 ]i)i;i02Jj�est un polynôme non nul. Il est clair que V 0 est un ouvert de Zariski non videde V .



34 BakloutiPour � 2 V 0 et k = 1; : : : ; n , nous notonsMk(�) = �(h�; [Zi; Zi0 ]i)1�i;i0�k�; M0(�) = 0;et pour tout j = 1; : : : ; n ,Ij(�) = nk 2 f1; : : : ; jg : ak(�k) 6� ak�1o= nk 2 f1; : : : ; jg : rang(Mk(�)) = rang(Mk�1(�))o:Cette fois les Ij(�) sont constants en � , i.e Ij(�) = Ij pour tout � 2 V 0 . Soitmaintenant Bj(�) = Zj ; pour j � pBj(�) = Zj + j�1Xk=1 ak(�)Zk; pour j > p et j 2 In (4:1:1)o�u ak sont des fonctions rationnelles non singuli�eres sur V 0 qui sont solution dusyst�eme lin�eaire suivanth�; [Zj ; Zl]i = j�1Xk=1 ak(�)h�; [Zl; Zk]i; l 2 f1; : : : ; jg;qui admette au moins une solution puisque � est dans V 0 .Alors, il est clair que les Bj(�) forment une base de Jordan-H�older de lapolarisation b(�) .Lemme 4.1.1. Pour tout � 2 V 0 , les vecteurs Zk; k 62 Ij pour toutj = 1; : : : ; n constituent �egalement une base coexponentielle �a b(�) dans g , (c'estla base X(�) cherch�ee).Preuve. Nous raisonnons par r�ecurrence sur la dimension de G . Supposonsen premier temps que l'orbite de � est satur�ee par rapport �a g0 , ceci veut direque g(�) � g0 et donc b(�) � g0 . Dans ce cas n 62 In et donc In = In�1 .D'autre part, b(�) = b(�0) (4:1:1:1)o�u b(�0) est la polarisation de Vergne en �0 = �jg0 par rapport �a la bonne suites0 . L'hypoth�ese de r�ecurrence nous a�rme que les vecteurs Zk; k 62 Ij pour toutj = 1; : : : ; n� 1 constituent �egalement une base coexponentielle �a b(�) dans g0 ,et puisque fZng est une base coexponentielle �a g0 dans g nous avons le r�esultat.Passons en�n au cas o�u l'orbite de � n'est pas satur�ee par rapport �a g0 ,ce qui veut dire que g(�) 6� g0 et donc b(�) 6� g0 etb(�0) = b(�) \ g0 (4:1:1:2)est la polarisation de Vergne en �0 = �jg0 par rapport �a la bonne suite s0 . Dansce cas n 2 In . L'hypoth�ese de r�ecurrence nous a�rme que les vecteurs Zk; k 62 Ijpour tout j = 1; : : : ; n�1 constituent �egalement une base coexponentielle �a b(�0)dans g0 qui est en fait une base coexponentielle �a b(�) dans g .



Baklouti 354.1.2. Soit fZi1 ; : : : ; Ziqg; i1 < � � � < iq la base coexponentielle �a b(�) dans gd�etermin�ee dans le lemme (4:1:1) et B(�) = exp(b(�)) . Pour F 2 K(G;B(�)) ,l'int�egrale ZR q F (exp(tqZiq ) � � � exp(t1Zi1))dtq � � � dt1: (4:1:2:1)d�e�nit une forme lin�eaire positive G� invariante sur K(G;B(�)) . Comme dans(2:1), nous la notons IG=B(�) F (g)d�G;B(�)(g) . Cette forme va nous �xer, doncla norme sur l'espace H� de la repr�esentation irr�eductible �� = IndGB(�) �� .Les vecteurs fBj(�); j > p; j 2 Ing = fBj1(�); : : : ; Bjm(�)g constituentla base Y (�) coexponentielle �a h dans b(�) que nous cherchons. En respectantl'ordre de ces vecteurs, cette base va nous d�e�nir comme dans (3:1:1) une mesuredB(�);H qui est B(�)� invariante sur l'espace B(�)=H . Cette mesure va nouspermettre d'�ecrire notre op�erateur d'entrelacement.Comme dans le Lemme pr�ec�edent lorsque b(�) est incluse dans g0 , lesZk; k 62 Ij pour tout j = 1; : : : ; n�1 nous constituent �egalement une base X0(�)coexponentielle �a b(�) (qui est �egale �a b(�0) en vertue de (4.1.1.1)) dans g0 etdonc une forme positive �G0;B(�) sur K(G0; B(�0)) o�u B(�0) = exp(b(�0)) .Lorsque b(�) n'est pas incluse dans g0 , alors n 2 In , et comme dans(4.1.1.2) b(�0) = b(�)\g0 est la polarisation de Vergne en �0 = �jg0 par rapport�a la bonne suite s0 . Nous avons alors queB(�) = B(�0) � exp(RBn(�)); g = g0 �RBn(�);et donc G=B(�) ' G0=B(�0) . Nous avons donc deux formes positives �G;B(�)sur K(G;B(�)) et �G0;B(�0) sur K(G0; B(�0)) .Les vecteurs fBj(�); j > p; j 2 In�1g = fBj1 (�); : : : ; Bjm�1(�)g con-stituent une base Y 0(�) coexponentielle �a h dans b(�0) . De la même mani�ere,cette base va nous d�e�nir comme dans (3:1:1) une mesure B(�0)� invariantedB(�0);H sur l'espace homog�ene B(�0)=H .4.2. Soit s = (aj)nj=0 une bonne suite de sous-alg�ebres de g adapt�ee �a h . Pour� 2 V 0; B(�) = exp(b(�)) la polarisation de Vergne en � extraite �a partir des . Vu que h � b(�) pour tout � 2 V 0 nous avons que�B(�);G(h) = 1 (h 2 H):Cela �etant, si � est un vecteur de C1c (G=H; f) qui est l'espace des vecteurs C1qui sont �a support compact modulo H et g un point de G , la fonction �g surB(�) d�e�nie par: �g(b) = �(gb)��(b)��1=2B(�);G(b)v�eri�e la relation: �g(bh) = �g(b) (h 2 H; b 2 B(�)):



36 BakloutiNous sommes donc en mesure d'�ecrire formellement l'int�egrale:Tb(�);h�(g) = ZB(�)=H �(gb)��(b)��1=2B(�);G(b) dB(�);H(b) (g 2 G); (4:2:1)o�u dB(�);H est la mesure invariante sur l'espace homog�ene B(�)=H d�etermin�eeen (4.1).Au moins au niveau formel, il est clair que Tb(�);h� v�eri�e la condition decovariance (2.3.1) pour �; B(�) et G requise pour appartenir �a H(�; b(�); G) etque Tb(�);h commute �a l'action de G par translation �a gauche. De plus, l'int�egrale(4:2:1) converge sur C1c (G=H; f) . Il n'est donc pas �exag�er�e de dire que le seulprobl�eme pour le moment est de prouver que l'int�egrale (4.2.1) est en fait uneint�egrale d'entrelacement isom�etrique en � et sa d�ecomposition en irr�eductiblessous r�eserve d'une normalisation correcte des mesures sur les espaces homog�enesen jeu. Pour � 2 C1c (G=H; f) , nous allons prouver dans ce qui suit que l'�el�ementTb(�);h� est un vecteur C1 pour la repr�esentation �� = IndGB(�) �� .Proposition 4.3. Soit � 2 V 0 et B(�) = exp(b(�)) la polarisation de Vergneen � par rapport �a la bonne suite s , alors le vecteur Tb(�);h� est un vecteur C1de la repr�esentation �� = IndGB(�) �� pour tout � 2 C1c (G=H; f):Preuve. Pour � 2 V 0 , la fonction(t1; : : : ; tq) 7! ZB(�)=H �(exp(tqZiq ) � � � exp(t1Zi1 ) � b)��(b)��1=2B(�);G(b) dB(�);H(b)est �a support compact dans Rq et donc la fonction Tb(�);h� est C1 sur G etson support est compact modulo B(�) .Notation 4.4. Prenons V comme dans (3.2.1) et pour tout � 2 V 0; B(�)comme dans (2.5). Nous notons C(V 0; L2) l'ensemble des applications : V 0 �! [�2V 0 L2(G=B(�); �)telles que (�; g) 7!  (�)(g) soient continues sur V 0 �G ,  (�) 2 L2(G=B(�); �)et qui v�eri�ent k k22 = ZV k (�)k2L2(G=B(�);�)d�(�) < 1: (4:4:1)Nous d�e�nissonsL2(V ;L2) = Z �V L2(G=B(�); �)d�(�)comme �etant le compl�et�e de C(V 0; L2) pour la norme k k2:



Baklouti 37Soit fZi1 ; : : : ; Ziqg; i1 < � � � < iq la base coexponentielle �a b(�) dansg pour tout � 2 V 0 d�etermin�ee dans le lemme (4:1:1). Nous d�e�nissonsC1c (V 0; Cc) comme �etant le sous-espace de C(V 0; L2) form�e de tous les �el�ements telles que (�; g) 7!  (�)(g) soient C1 sur V 0 �G et tels que l'application(�; t1; : : : ; tq) 7!  (�)(exp(tqZiq ) � � � exp(t1Zi1) )est C1 �a support compact sur V 0�Rq . La relation (4.4.1) devient alors �evidentepour les �el�ements de C1c (V 0; Cc) . Il est clair que ce dernier espace est densedans L2(V ;L2) .Maintenant nous sommes prêts pour prouver notre th�eor�eme principal.Th�eor�eme 4.5. Soit G = exp g un groupe de Lie r�esoluble exponentield'alg�ebre de Lie g . Soit H = exp(h) un sous-groupe normal de G et f un pointde g? telle que f([h; h]) = 0 , et � = IndGH �f . Soit s = (aj)nj=0 une bonne suitede sous-alg�ebres de g adapt�ee �a h et B = fX1; : : : ;Xrg; une base coexponentielle�a h dans g extraite de cette suite. V � �f �etant le sous-espace a�ne d�ecrit en(3:2:1) et d� sa mesure. Soit V 0 l'ouvert de Zariski de V d�ecrit en (4:1) , etpour � 2 V 0; B(�) = exp(b(�)) la polarisation de Vergne en � par rapport �a s .Alors nous avons que � ' Z �V ��;B(�)d�(�): (4:5:1)L'op�erateur U d�e�ni pour tout � 2 C1c (G=H; f) par :U(�)(�) = Tb(�);h�est lin�eaire isom�etrique, �a valeurs dans C(V 0; L2) et se prolonge par continuit�esur H(f; h; G) en un op�erateur d'entrelacement isom�etrique de (4:5:1) , lorsqueles mesures sur G=B(�) et sur B(�)=H sont convenablement normalis�ees commedans (4.1).Preuve. Notons tout d'abord que (4:5:1) est un r�esultat imm�ediat duTh�eor�eme (2.8). D'autre part, il est clair que l'op�erateur U du th�eor�eme en-trelace formellement (4:5:1).Soit � 2 C1c (G=H; f) et � 2 V 0 . Soit Y (�) = fBj1(�); : : : ; Bjm(�)gla base coexponentielle �a h dans b(�) construite dans (4:1:2), nous avons pourg 2 G queU(�)(�)(g) =ZRm ��g exp(tmBjm(�)) � � � exp(t1Bj1(�))�e�i��tmBjm(�)+���+t1Bj1(�)���12B(�);G� exp(tmBjm(�)) � � � exp(t1Bj1(�))�dtm � � � dt1:Il en r�esulte que (�; g) 7! U(�)(�)(g) est manifestement continue sur V 0 � G .Nous allons raisonner par r�ecurrence sur dim (G=H) et nous allons prouver queU est une isom�etrie ce qui va nous conduire au fait que U(�) 2 C(V 0; L2) .



38 BakloutiNous notons dans toute la preuve V 0 = V 0jg0 et nous allons distinguer deux casdi��erents, le premier cas arrive lorsque pour tout � 2 V 0 le stabilisateur g(�) estinclu dans g0 . Dans ce cas, pour �0 = �jg0 , �� = IndGG0 ��0 est irr�eductible etdonc l'indice r 2 KH . En plus, l'application � 7! �0 = �jg0 est un isomorphismed'espace a�ne qui respecte les mesures d� sur V et d�0 sur V 0 . De même, lapolarisation de Vergne b(�) est encore incluse dans g0 pour tout � 2 V 0 et elleest �egale �a la polarisation de Vergne b(�0) en �0 dans g0 par rapport �a la bonnesuite de sous-alg�ebres s0 qui est adapt�ee �a h .Tout �el�ement g de G s'�ecrit de mani�ere unique sous la forme g = exp(tX) � g0 ,avec t 2 R , et g0 2 G0 . Pour une fonction � sur G , nous notons �t la fonctionsur G0 d�e�nit par �t(g0) = �(exp(tX)g0) pour tout g0 2 G0 . Nous notonsf0 = fjg0 .Vu que �B(�0);G(b) = �B(�0);G0(b); b 2 B(�0); (4:5:2)nous avons pour tout � 2 C1c (G=H; f) queU(�)(�)(g) = Tb(�);h�(g) = Tb(�0);h�t(g0) = U0(�t)(�0)(g0): (4:5:3)Ajoutons que la mesure dG;H sur G=H , d�e�nie �a partir de la base deMalcev B est �egale �a la mesure d�e�nie �a partir de la mesure venant de la base deMalcev fXg[B0 . Nous avons donc pour tout � 2 C1c (G0=H; f0) via l'hypoth�esede r�ecurrencek�k2L2(G0=H;f0) = ZV 0 kTb(�0);h�k2L2(G0=B(�0);�0)d�0(�0):et donc pour tout � 2 C1c (G=H; f)kU(�)k22 = ZV kU(�)(�)k2L2(G=B(�);�)d�(�)= ZV kTb(�);h�k2L2(G=B(�);�)d�(�)= ZR ZV 0 kTb(�0);h�tk2L2(G0=B(�0);�0)d�0(�0)dt(nous appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence sur G0 )= ZR k�tk2L2(G0=H;f0)dt = k�k2L2(G=H;f):Passons au second cas qui arrive lorsque l'indice r 2 LH , c. �a d. lesG� orbites associ�ees aux �el�ements en position g�en�erales ne sont pas satur�ees parrapport �a g0 . Nous avons alors queV 0 = f�+ sX?; s 2 R; � 2 V 0; �(X) = 0g ' V 0 �R:Remarquons dans ce cas que pour tout � 2 V 0 , g(�) n'est pas inclu dans g0 etdonc il en est de même pour les polarisations b(�) . Comme dans (4.1.1.2)b(�0) = b(�) \ g0



Baklouti 39est la polarisation de Vergne en �0 = �jg0 dans g0 par rapport �a la bonne suites0 et que b(�) = b(�0) �RBn(�) , o�uBn(�) = X + Z0(�)et Z0(�) 2 g0 ne d�epend que de �0 d'apr�es (4.1.1). Pour � 2 V 0 , nous pouvons�ecrire que � = �0+sX? o�u �0+sX? est la forme lin�eaire sur g dont la restrictionsur g0 est �0 et la valeur en X est s .La formule (4.5.2) est encore vraie dans ce cas et nous avons pour� 2 C1c (G=H; f) queTb(�);h�(g) = ZB(�)=H �(gb)��(b)��1=2B(�);G(b) dB(�);H(b)= ZR ZB(�0)=H �(g exp(tBn(�))b0)��0 (b0)e�its��1=2B(�);G(exp(tBn(�)))e�it�0(Z0(�))��1=2B(�0);G0(b0) dB(�0);H(b0)dt= ZR Tb(�0);h�(g exp(tBn(�)))e�its��1=2B(�);G(exp(tBn(�)))e�it�0(Z0(�))dt (4:5:4):Pour tout � 2 C1c (G=H; f) nous avons quek�k2L2(G=H;f) = ZR k�tk2L2(G0=H;f0)dt(nous appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence sur G0 )= ZR ZV 0 IG0=B(�0) jTb(�0);h�t(g0)j2d�G0;B(�0)(g0)d�0(�0)dt= ZV 0 ZR IG0=B(�0) jTb(�0);h�(exp(tX)g0)j2d�G0;B(�0)(g0)dtd�0(�0)(nous appliquons le lemme (2.2) )= ZV 0 IG=B(�0) jTb(�0);h�(g)j2d�G;B(�0)(g)d�0(�0) (4:5:5)(nous appliquons encore le lemme (2.2) )= ZV 0 IG0=B(�0) ZR jTb(�0);h�(g0 exp(sBn(�)))��1=2B(�);G(exp(sBn(�)))j2dsd�G0;B(�0)(g0)d�0(�0)= ZV 0 IG0=B(�0) ZR jTb(�0);h�(g0 exp(sBn(�)))��1=2B(�);G(exp(sBn(�)))e�is�0(Z0(�))j2dsd�G0;B(�0)(g0)d�0(�0)



40 Baklouti(nous appliquons la formule de Plancherel)= ZV 0 IG0=B(�0) ZR jZR Tb(�0);h�(g0 exp(tBn(�)))��1=2B(�);G(exp(tBn(�)))e�itse�it�0(Z0(�))dtj2dsd�G0;B(�0)(g0)d�0(�0)= ZV 0 ZR IG=B(�0+sX?) jTb(�0+sX?);h�(g)j2d�G;B(�0+sX?)(g)dsd�0(�0)= ZV kTb(�);h�k2L2(G=B(�);�)d�(�) = ZV kU(�)(�)k2L2(G=B(�);�)d�(�) = kU(�)k22:Notons que la base X 0(�) = X0(�)[fBn(�)g est coexponentielle �a b(�0)dans g , et donc elle nous permet de construire la forme positive �G;B(�0) aveclaquelle l'int�egrale de la ligne (4.5.5) �a �et�e calcul�ee. Donc U est une isom�etriesur C1c (G=H; f) qui est en fait une partie dense de L2(G=H; f) , il existe doncune extension unique �U de U en une isom�etrie sur H(f; h; G) tout entier. Nousla notons toujours U . La relation de covariance voulue �etant requise sur l'espacetout entier, ce qui ach�eve la preuve.Nous avons vu dans [2] par un exemple dans le cas nilpotent qu'on nepeut pas prendre n'importe quel choix de polarisations pour obtenir un op�erateurd'entrelacement.4.6. Nous allons prouver maintenant que les formules (4:5:3) et (4:5:4) �etabliesdans la preuve du th�eor�eme sur C1c (G=H; f) sont vraies sur L2(G=H; f) toutentier. Nous reprendrons les cas �etudi�es dans le th�eor�eme pr�ec�edent.4.6.1. Dans le premier cas, il est clair que L2(G=H; f) ' L2(R; L2(G0=H; f0))et que ZV L2(G=B(�); �)d�(�)ZV 0 L2(R; L2(G0=B(�0); �0))d�0(�0):Ainsi, U = ~U0 �W , o�u W : L2(G=H; f) ! L2(R; L2(G0=H; f)) est le champsd'op�erateurs d�e�nie parW (�)(t)(g0) = �(exp(tX) � g0) = �t(g0); g0 2 G0et ~U0(�)(t)(g0) = U0(�t)(g0) .4.6.2. Passons au deuxi�eme cas, soit � 2 V 0 et �0 = �jg0 . Alors � = �s =�0+sX? pour un certain s 2 R . Pour � 2 C1c (G=B(�0); �0) , soit �s la fonctiond�e�nie sur G par�s(g) = ZR �(g exp(tBn(�)))e�its��1=2B(�);G(exp(tBn(�)))e�it�0(Z0(�))dt; g 2 G:Alors il est clair que la fonction �s existe pour tout s 2 R , en plus elle v�eri�ela relation de covariance (2.3.1) pour G;B(�s) et �s . Vu que G=B(�s) 'G0=B(�0) , un raisonnement analogue �a celui de la proposition (4.3) nous conduitau fait que �s 2 C1c (G=B(�s); �s) et donc �s 2 L2(G=B(�s); �s) . Remarquonsque s 7! �s(g) est une fonction de Schwartz pour tout g 2 G et donc



Baklouti 41ZR �s(g)ds = ZR2 �(g exp(tBn(�)))e�its��1=2B(�);G(exp(tBn(�)))e�it�0(Z0(�))dtds= �(g):D'autre part, nous avons quek�k2L2(G=B(�0);�0)= IG=B(�0) j�(g)j2d�G;B(�0)(g)(nous appliquons le lemme (2.2) )= IG=B(�s) ZR j�(g exp(tBn(�)))j2��1B(�s);G(exp(tBn(�)))dtd�G;B(�s)(g)= IG0=B(�0) ZR j�(g0 exp(tBn(�)))��1=2B(�);G(exp(tBn(�)))e�it�0(Z0(�))j2dtd�G0;B(�0)(g0)(nous appliquons le th�eor�eme de Plancherel)= IG0=B(�0) ZR jZR �(g0 exp(tBn(�)))e�its��1=2B(�);G(exp(tBn(�)))e�it�0(Z0(�))dtj2dsd�G0;B(�0)(g0)= IG0=B(�0) ZR j�s(g0)j2dsd�G0;B(�0)(g0) = ZR k�sk2L2(G=B(�s);�s)ds:Par extension, nous pouvons d�eduire queL2(G=B(�0); �0) ' Z �R L2(G=B(�s); �s)ds:Notons 	le champs d'op�erateurs	 : L2(G=B(�0); �0)! Z �R L2(G=B(�s); �s)ds; � 7! 	(�)(s) = �s:Soit encore l'op�erateur ~U0 d�e�ni sur L2(G=H; f) par~U0(�)(�0)(exp(tX) � g0) = U0(�t)(�0)(g0):Il n'est pas di�cile de v�eri�er que pour presque tout �0 2 V 0 , ~U0(�)(�0) estdans l'espace L2(G=B(�0); �0) . Nous avons alors sur L2(G=H; f) queU = 	 � ~U0:Le paragraphe suivant consiste �a d�emontrer que l'op�erateur U est in-versible.



42 BakloutiTh�eor�eme 4.7. Nous gardons les mêmes hypoth�eses et les notations que dansle th�eor�eme (4:5) . Alors l'op�erateur d'entrelacement U d�ecrit dans ce th�eor�emeest inversible. Son inverse V = U�1 est donn�e pour tout K 2 C1c (V 0; Cc) etg 2 G par: V (K)(g) = ZV K(�)(g)d�(�):Preuve. Il est clair que V entrelace formellement la formule (4.5.1) etque V (K) poss�ede la relation de covariance (2.3.2) pour g; h et f . Nous al-lons d�emontrer donc que pour K 2 C1c (V 0; Cc) , V (K) est un �el�ement deL2(G=H; f) . Nous d�emontrerons en fait que V est une isom�etrie sur C1c (V 0; Cc) ,et comme dans la preuve du th�eor�eme pr�ec�edent nous pouvons l'�etendre demani�ere unique sur L2(V ;L2) tout entier en une isom�etrie �V que nous notonstoujours V .Nous raisonnons comme avant par r�ecurrence sur dim(G=H) et nousgardons toutes les notations du Th�eor�eme (4:5). Montrons quekV (K)k2L2(G=H;f) = ZV kK(�)k2L2(G=B(�);�)d�(�):Dans le premier cas ou presque toutes les orbites des �el�ements en position g�en�eralesont satur�ees par rapport �a g0 nous avons pour g = exp(tX)g0 queV (K)(g) = ZV K(�)(exp(tX)g0)d�(�) = ZV 0 Kt(�0)(g0)d�0(�0)= V0(Kt)(g0) = V (K)t(g0); (4:7:1)o�u Kt(�0) = (K(�))t . AinsikV (K)k2L2(G=H;f) = ZR kV (K)tk2L2(G0=H;f0)dt(nous appliquons (4.7.1) )= ZR kV0(Kt)k2L2(G0=H;f0)dt(nous appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence)= ZR ZV 0 kKt(�0) = k2L2(G0=B(�0);�0)d�0(�0)dt = kKk22:Passons au deuxi�eme cas, nous allons prouver tout d'abord ce lemme.Lemme 4.7.1. Supposons que nous sommes dans ce deuxi�eme cas. SoitK 2 C1c (V 0; Cc) . Pour �0 2 V 0 et r 2 R , nous notons comme dans (4.5) et(4.6.2) �0 + rX? la forme lin�eaire sur g dont la restriction �a g0 est �0 et dontla valeur en X est r . La fonction K1 d�e�nie sur V 0 �G parK1(�0)(g) = ZR K(�0 + rX?)(g)dr; �0 2 V 0; g 2 G



Baklouti 43est C1 dont la restriction �a V 0 �G0 est dans C1c (V 0; Cc) .Preuve. Il est clair que K1 existe, car pour �0 2 V 0 � g?0 �x�e, l'applicationr 7! K(�0 + rX?)(g) est continue �a support compact dans R . Il est clair quel'application (�0; g) 7! K1(�0)(g) est C1 sur V 0 �G . D'autre part et d'apr�esce qui pr�ec�ede, la base fZi1 ; : : : ; Ziqg; i1 < � � � < iq est coexponentielle �a b(�)dans g pour tout � 2 V 0 et �a b(�0) dans g0 pour tout �0 2 V 0 . Ainsi, vu quel'application (�; t1; : : : ; tq) 7! K(�)(exp(tqZiq ) � � � exp(t1Zi1))est C1 �a support compact dans V 0 �Rq , l'application(�0; t1; : : : ; tq) 7! K1(�0; exp(tqZiq ) � � � exp(t1Zi1))sera C1 �a support compact sur V 0 �Rq .La relation de covariance voulue se d�eduit de celle de K(�0 + rX?) etde la relation (4.5.2).Retournons �a la suite de la preuve du th�eor�eme. Soit g = exp(tX)g0 2 G ,nous avons queV (K)(g) = ZV K(�)(g)d�(�) = ZV 0 ZR K(�0 + sX?)(exp(tX)g0)dsd�0(�0)= ZV 0 Kt;1(�0)(g0)d�0(�0)V0(Kt;1)(g0); (4:7:2)o�u Kt;1(�0)(g0)= ZR Kt(�0 + rX?)(g0)dr .Vu que la fonction r 7! K(�0 + rX?)(g) est C1 �a support compact,nous avons d'apr�es le th�eor�eme d'inversion de Fourier queK(�0 + rX?)(g) = ZR2 K(�0 + xX?)(g)eixte�irtdtdx= ZR2 K(�0 + xX?)(g exp(tBn(�)))��1=2B(�);G(exp(tBn(�)))e�it�0(Z0(�))e�irtdtdx= ZR K1(�0)(g exp(tBn(�)))��1=2B(�);G(exp(tBn(�))) e�it�0(Z0(�))e�irtdt (4:7:3):Il en r�esulte que pour �r = �0 + rX? , nous avons queZR jK(�r)(g)j2dr = ZR jK1(�0)(g exp(tBn(�)))j2��1B(�);G(exp(tBn(�)))dt:(4:7:4)Ainsi nous avons que



44 BakloutikKk22 = ZV kK(�)k2L2(G=B(�);�)d�(�):= ZV 0 ZR IG=B(�r) jK(�r)(u)j2d�G;B(�r)(u)drd�0(�0)= ZV 0 ZR IG0=B(�0) jK(�r)(u0)j2d�G0;B(�0)(u0)drd�0(�0)(nous appliquons (4.7.4) )= ZV 0 IG0=B(�0) ZR jK1(�0)(g0 exp(tBn(�)))j2��1B(�);G(exp(tBn(�)))dtd�G0;B(�0)(g0)d�0(�0)(nous appliquons le lemme (2.2) )= ZV 0 IG=B(�0) jK1(�0)(g)j2d�G;B(�0)(g)d�0(�0)= ZV 0 ZR IG0=B(�0) jKt;1(�0)(g0)j2d�G0;B(�0)(g0)dtd�0(�0)= ZR ZV 0 IG0=B(�0) jKt;1(�0)(g0)j2d�G0;B(�0)(g0)d�0(�0)dt(nous appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence, ensuite (4.7.2)= ZR kV0(Kt;1)k2L2(G0=H;f)dt = kV (K)k2L2(G=H;f):Nous allons prouver dans cette derni�ere �etape que U � V = Id , ce qui vaimpliquer que l'op�erateur U est surjectif donc inversible et que son inverse estV . Nous allons prouver cette �egalit�e sur C1c (V 0; Cc) qui est une partie dense,et donc nous aurons le r�esultat partout.Nous raisonnons encore par r�ecurrence sur dim(G=H) .Soit � 2 V 0 , g = exp(tX) � g0 2 G et K 2 C1c (V 0; Cc) , nous avons d'apr�es(4:6:1) et (4.7.1) que pour le premier cas:U � V (K)(�)(g) = U0 � V0(Kt)(�0)(g0)(nous appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence)= Kt(�0)(g0) = K(�)(exp(tX)g0) = K(�)(g):Passons au second cas. Nous pouvons �ecrire que � = �r pour un certainr 2 R . D'apr�es (4.7.3) nous avons pour g = exp(tX)g0 que



Baklouti 45K(�0 + rX?)(g) = ZR K1(�0)(g exp(sBn(�)))��1=2B(�);G(exp(sBn(�)))e�is�0(Z0(�))e�irsds(nous appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence)= ZR U0 � V0(Kt;1)(�0)(g0 exp(sBn(�)))��1=2B(�);G(exp(sBn(�)))e�is�0(Z0(�))e�irsds(nous appliquons (4:6:2) et (4.7.2))= U � V (K)(�0 + rX?)(g):Ce qui ach�eve la preuve du th�eor�eme (4.7).5. Applications5.1. Nouvelle d�esint�egration (rationnelle) de L2(G) . Soit G un groupe de Lier�esoluble exponentiel d'alg�ebre de Lie g , on sait que IndGfeg 1 est la repr�esentationr�eguli�ere gauche �G qui se r�ealise sur L2(G) par�G(g)�(x) = �(g�1x)pour tout g; x 2 G et � 2 L2(G):Ici donc f = 0 et �f = g? . Soit donc une bonne suite de sous-alg�ebre de ga0 = f0g � a1 � a2 � � � � � an = g (5:1:1)�a laquelle nous associons une base de Malcev B = fX1;X2; : : : ;Xng de g ,Xi 2 ai n ai�1 . Dans ce cas et suivant la d�e�nition (3:2) nous avons que Kfegest l'ensemble de tous les j 2 f1; : : : ; ng tels que presque toutes les Aj -orbitessont satur�ees par rapport �a aj�1 ; il en d�ecoule que V = f� 2 g? : h�;Xji =0; j 2 Kfegg . Soit � 2 V , nous notons �i = �jai , soit B(�) la polarisation deVergne en � par rapport �a la suite de Jordan-H�older (5.1.1), nous notons b(�)la sous-alg�ebre associ�ee �a B(�) qui est en fait �egale �ab(�) = nXi=1 ai(�i);en outre, nous savons d'apr�es la condition de Pukanszky (Th�eor�eme 2.4) queAd?(B(�))� = �+ b(�)?:Soit �G la mesure de Haar sur G , nous obtenons la d�esint�egrationrationnelle de L2(G) suivante:



46 Baklouti�L2(G); �G� ' Z �V �L2(G=B(�); �)�d�(�):L'isom�etrie est donn�ee par:U(�)(�)(g) = ZB(�) �(gu)��(u)�� 12B(�);G(u)dB(�)(u); g 2 Go�u � 2 C1c (G) l'ensemble des fonctions C1 �a support compact dans G et� 2 V , dB(�) �etant la mesure de Haar sur B(�) .Exemples 5.2. Soit G le groupe de Boidol, son alg�ebre de Lie g est engendr�eepar les vecteurs A;X; Y;Z tels que [A;X] = X; [A;Y ] = �Y; [X;Y ] = Z . SoitH = exp(h) = exp(RZ) le sous-groupe analytique de G .5.2.1. Nous posons f = �Z?; � 6= 0. La bonne suite de sous- alg�ebres passantpar h est h = RZ � vect(Z; Y ) � vect(Z; Y;X) � g:Il est clair que V ' f +RY ? �RA?:Nous posons V 0 = V et nous notons par ��;� l'�el�ement �Z? + �Y ? + �A? . Lapolarisation de Vergne en un �el�ement ��;� de V 0 estB(��;�) = exp(b(��;�)) = exp(vect(Z; Y;A+ ��X)):L'expression de notre op�erateur estU(�)(��;�)(g) = ZR2 �(g � exp(t(A + ��X)) exp(sY ))e�it�e�i�se� t2 dtds;o�u � est C1 sur G �a support compact modulo H et g 2 G . V�eri�ons bien queU est une isom�etriekU(�)k22 = ZR2 ZR jU(�)(��;�)(exp(xX))j2dxd�d�= ZR3 jZR2 �(exp(xX)� exp(t(A + ��X)) exp(sY ))e�it�e�i�se� t2dtdsj2dxd�d�= ZR3 jZR �(exp(xX) � exp(�(A + ��X)) exp(sY ))e�i�sdsj2e��dxd�d�= ZR3 jZR �(exp(xX) � exp(���X) � exp(�A) � exp(��X) exp(sY ))e�i�sdsj2e��dxd�d�



Baklouti 47= ZR3 j�(exp(�A) � exp(e��xX) � exp(�Y ))j2e��d�dxd�:= ZR3 j�(exp(�Y ) � exp(xX) exp(�A))j2d�dxd� = k�k2L2(G=H;f):L'op�erateur inverse est donn�e pour tout K 2 C1c (V 0; Cc) et g 2 G par:V (K)(g) = ZR2 K(��;�)(g)d�d�:5.2.2. Soit maintenant H = exp(h) = exp(RZ�RX) le sous-groupe analytiquede G . Nous posons f = �Z?; � 6= 0. La bonne suite de sous- alg�ebres passantpar h est h = vect(Z;X) � vect(Z;X; Y ) � g:Il est clair que V ' f +RA?:Posons V 0 = V et notons par �� l'�el�ement �Z? + �A? . La polarisation deVergne en un �el�ement �� de V 0 est B(��) = exp(b(��)) = exp(vect(Z;X;A)) .L'expression de notre op�erateur estU(�)(��)(g) = ZR �(g � exp(tA))e�it�e t2 dt;o�u � est C1 sur G �a support compact modulo H et g 2 G . L'op�erateur inverseest donn�e pour tout K 2 C1c (V 0; Cc) et g 2 G par:V (K)(g) = ZR K(��)(g)d�:5.2.3. Prenons maintenant H = feg et f = 0. La bonne suite de sous-alg�ebres adapt�ees �a h qu'on prend estf0g � RZ � vect(Z; Y ) � vect(Z; Y;X) � g:Il est clair que V ' RZ?�RY ? �RA?:Notons par ��;�;� l'�el�ement �Z?+�Y ?+�A? . Posons V 0 = f��;�;� : �2+�2 6=0g . La polarisation de Vergne en un �el�ement ��;�;� de V 0 estB(��;�;�) = exp(b(��;�;�)) = exp(vect(Z; Y; �A+ �X)):L'expression de notre op�erateur estU(�)(��;�;�)(g)= ZR3 �(g � exp(t(�A + �X)) exp(sY ) exp(rZ))e�it��e�i�se�i�re� t�2 dt ds dr;



48 Bakloutio�u � est C1 sur G �a support compact dans G et g 2 G .L'op�erateur inverse est donn�e pour tout K 2 C1c (V 0; Cc) et g 2 G par:V (K)(g) = ZR3 K(��;�;�)(g)d�d�d�:Question 5.2.4. Nous ne supposons plus que h est un id�eal de g . Soit gl'alg�ebre de ax + b ; g = RX � RY; [X;Y ] = Y . Nous prenons f = Y ? eth = RX 2 M(f; g) . Le groupe compl�etement r�esoluble G = exp g n'a que deuxrepr�esentations unitaires irr�eductibles de dimension in�nie �� associ�ees �a deuxorbites ouvertes �G � Y ? . La repr�esentation monomiale � = IndGH �f , H exp h ,est �equivalente �a la somme directe �+ � �� .Nous r�ealisons �� comme IndGB ��Y ? o�u B = exp(RY ) et nous identi-�ons H�� �a L2(R) par l'application� 7�! ~�(t) = �(exp tX); (t 2 R):Par ailleurs, nous consid�erons l'op�erateur U d�e�ni pour un tel � et pour ung 2 G par U(�)(Y ?)(g) = ZR �(g � exp(tY ))e�itdtet U(�)(�Y ?)(g) = ZR �(g � exp(tY ))eitdt:En �ecrivant tout simplement �(t) au lieu de �(exp(tY )) et en posant g =exp(bX) , ces expressions deviennentU(�)(Y ?)(exp(bX)) = ZR �(t)e�ie�bte� b2 dt = e� b2 �̂(e�b)et U(�)(�Y ?)(exp(bX)) = ZR �(t)eiebte� b2 dt = e� b2 �̂(�e�b):Nous aurons donckU(�)k22 = ZR je� b2 �̂(e�b)j2db+ ZR je� b2 �̂(�e�b)j2db= ZR e�bj�̂(e�b)j2db+ ZR e�bj�̂(�e�b)j2db= Z +10 j�̂(b)j2db+ Z 0�1 j�̂(b)j2db= ZR j�(b)j2db = k�k2L2(G=H;f):Nous remarquons que notre op�erateur marche encore dans cette situa-tion. On se pose la question si on peut d�eterminer une partie V de g? pourlaquelle l'op�erateur (4.2.1) sera bien d�e�ni et entrelace bien (2.7.1)?Remerciements. Je remercie vivement mon Professeur J. Ludwig pour lesdiscussions que j'ai eues avec lui �a propos de ce sujet et le referee pour lessuggestions qu'il m'a faites pour la forme �nale de cet article.



Baklouti 49References[1] Arnal, D., H. Fujiwara et J. Ludwig, Op�erateurs d'entrelacement pourles groupes de Lie exponentiels, Amer. J. Math, 118 (1996), 839{878.[2] Baklouti, A., et J. Ludwig, Op�erateurs d'entrelacement des repr�esenta-tions monomiales des les groupes de Lie nilpotents. Preprint.[3] Bernat, P., Sur les repr�esentations unitaires des groupes de Lie r�esolubles,Ann. Scient. Ec. Norm. Sup., 82 (1965), 37{99.[4] Bernat P. et al, Repr�esentations des groupes de Lie r�esolubles, Dunod,Paris, 1972.[5] Fujiwara, H., Repr�esentations monomiales des groupes de Lie r�esolublesexponentiels, 61{81 dans: Du
o, M., Pedersen, N.V., Vergne, M. (eds),The orbit method in representation theory. Proceeding, Copenhagen1988: Birkh�auser 1990.[6] |, Certains op�erateurs d'entrelacement pour des groupes de Lie r�eso-lubles exponentiels et leurs applications, Mem. Fac. Sci. Kyushu. Univ.Ser. A, 36 (1982), 13{72.[7] |, Unitary representation theory for solvable Lie groups, Sugaku Expo-sitions, Amer. Math. Soc. 2 (1989), 125{140.[8] Fujiwara, H., G. Lion et B. Magneron, Op�erateurs d'entrelacement etcalcul d'obstruction sur des groupes de Lie r�esolubles, Lect. Notes inMath. (Springer) 880 (1980), 102-137.[9] FujiwaraH., et S. Yamagami,Certaines repr�esentations monomiales d'ungroupe de Lie r�esoluble exponentiel, Adv. St. Pure Math., 14 (1988), 153{190.[10] Gr�elaud, G., \Sur les repr�esentations des groupes de Lie r�esolubles,"Th�ese, Universit�e de Poitiers, 1984.[11] |, \D�esint�egration des representations induites des groupes de Lie r�eso-lubles exponentiels," Th�ese de troisi�eme cycle, Univ. de Poitiers, 1973.[12] Kirillov, A. A., Repr�esentations unitaires des groupes de Lie nilpotents,Uspekhi Math. Nauk, 17 (1962), 57{110.[13] Leptin, H., and J. Ludwig, \Unitary Representation Theory of Exponen-tial Lie Groups," De Gruyter Expositions in Mathematics 18, 1994.[14] Lion, G., Int�egrale d'entrelacement sur des groupes de Lie nilpotents etindice de Maslov, Lect. Notes in Math. (Springer) 587 (1977), 160{176.[15] Lipsman, R.Orbital parameters for induced and restricted representation,Trans. Amer. Math. Soc. 313 (1989), 433{473.[16] Pukanszky, L. On the theory of exponential groups, Trans. Amer. Math.Soc., 126 (1967), 487{507.[17] Quint, S. R., \Decomposition of induced representations of solvable ex-ponential Lie groups," Dissertation, Univ. of California, Berkeley, 1973.



50 Baklouti[18] Vergne, M., Etudes de certaines repr�esentations induites d'un groupe deLie r�esoluble exponentiel, Ann. Scient. Ec. Norm. Sup. 3 (1970), 353{384.Ali BakloutiUniversit�e de Metz,D�epartement de Math�ematiquesIle du Saulcy, 57045 METZ Cedex 01(FRANCE)e-mail: baklouti@poncelet.univ-metz.frReceived July 1, 1996and in �nal form October 16, 1997


