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Restrictions a un sous-espace de Cartan
des fonctions C*° invariantes
sur 1’espace tangent d’un espace symétrique
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Abstract. Let G be a real connected reductive Lie group, ¢ an involu-
tion of G, and H the identity component of the group of its fixed points. Let
g denote the Lie algebra of G, g=haq its decomposition into +1-eigenspaces
for o, and a a Cartan subspace of q. We study the restriction to a of H-
invariant differentiable functions on q, and we give a description of the
image of this map.

Introduction

Soient g une algebre de Lie semi-simple complexe, G son groupe adjoint, b
une sous-algebre de Cartan de g et W le groupe de Weyl de G dans h. On
note P(g)G (resp. P(Ij)W) I’algebre des fonctions polynomiales sur g (resp. b)
invariantes par G (resp.W). Alors , d’apres Chevalley, 'application de restriction
est un isomorphisme de P(g)? sur P(h)". Cette application de restriction est
encore injective de I'espace C*(g)® des fonctions C*-invariantes par G sur g,
dans l'espace C*(h)" des fonctions C*™ -invariantes par W sur b, mais elle n’est
pas surjective en général (voir [2], exemple 8.2). Dans ([2], corollaire 7.1 ), nous
avons donné une caractérisation de I'image.

Dans cet article, nous nous proposons d’étudier le probleme analogue pour
les algebres de Lie semi-simples réelles. Comme nos résultats sont aussi valables
pour 'espace tangent d’un espace symétrique réductif, nous nous plagons plutot
dans ce cadre.

Supposons dans la suite que G est un groupe réductif réel, connexe, muni
d’une involution notée o. La différentielle de o sera aussi noteé o; c’est une
involution de 'algebre de Lie g de G'. Alors on a la décomposition de g en somme
directe g=hdgqouh={X €g;0(X)=X} et q={X € g;0(X) =—-X}. La
paire (g, bh) est dite paire symétrique. On notera gc 1'algebre de Lie complexifiée
de g, et toujours par la méme lettre o le prolongement par linéarité de o a
gc. L’involution ¢ ainsi définie se releve en une involution ¢ du groupe adjoint

ISSN 0949-5932 / $2.50 © Heldermann Verlag



KamMoun 312

Gc de gc. On note H la composante neutre du groupe G? des points fixes
de o et Hc la composante neutre du groupe GZ. On rappelle que le groupe
H agit sur q. On dira que X € g est semi-simple si I'endomorphisme ad X
est semi-simple, c’est-a-dire diagonalisable sur C. On rappelle qu'un sous-espace
a de g est appelé sous-espace de Cartan de q s’il est abélien, formé d’éléments
semi-simples et s’il est maximal pour ces deux propriétés.Tous les sous-espaces
de Cartan de g ont la méme dimension qu’on appelle le rang de ¢. Le nombre
de classes de conjugaison sous H de sous-espaces de Cartan est fini ([4]). Si
a est un sous-espace de Cartan de q, on notera N(H,a) = {g € H;ga = a},
Z(H,a)={g9€e H;gX =X, VX€alet W=W(H,a)=N(H,a)/Z(H,a).

Si on note Res:C®(q)? — C>=(a)V'" TDapplication de restriction de I'es-
pace des fonctions C* et H-invariantes sur ¢ dans l'espace des fonctions C*
et TW-invariantes sur a, on sait [1] que dans le cas d’'une paire symétrique rie-
manienne, cette restriction est un isomorphisme et on sait aussi [2] qu’en général,
cette restriction n’est pas surjective. Le but de ce travail est de déterminer pour
une paire symétrique quelconque, I'image de I'application Res ci-dessus (Théoreme
4.1). Les outils fondamentaux de la démonstration sont: le théoreme de prolonge-
ment de Whitney, le théoreme de recollement de Lojasiewicz et le théoreme 5.1 de
[2] qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction continue
et H-invariante sur q soit C*°. Cette condition nécessaire et suffisante porte sur
des propriétés de raccordement vérifiées par les restrictions d’une telle fonction
aux différents sous-espaces de Cartan de q.
Je tiens a remercier A.Bouaziz pour ses encouragements.

1. Fonctions C* invariantes sur ’espace tangent d’un espace
symétrique.

Pour la commodité du lecteur et suivant une suggestion du referee, nous donnons
un résumé de [2]. L’objet de ce travail est de donner une condition nécessaire et
suffisante qui porte sur les restrictions aux différents sous-espaces de Cartan de ¢,
pour qu’une fonction continue et H -invariante sur q soit C*. Le résultat principal
de [2] est

Théoréme 1.1.  ([2], théoreme 5.1) Soit f:q — C une fonction continue et
H -invariante, alors f € Coo(q)H si et seulement si [ wvérifie les deux propriétés
suivantes:
i) Pour tout sous-espace de Cartan a de q, fja est C* et W(H, a)-invariante.
ii) Pour tout élément semi-simple X de q, si a et b sont deuzx sous-espaces de
Cartan de q qui contiennent X et si h.X = X et h.ac = bc, alors pour tout u
dans S(ac)
(O(u).f1a)(X) = (9(h.u). fje)(X).

Pour un sous-espace de Cartan a de ¢, nous avons noté dans [2] Coo(a)inV
I’ensemble des fonctions f:a — C vérifiant
i) f C*™ et W(H,a)-invariante.
ii) VX € a,si h € N(Hc,ac) et h.X = X, alors

Vu € S(ac)  (O(w).f)(X) = (9(h.u).f)(X).
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On a alors obtenu le corollaire suivant:

Corollaire 1.2.  ([2], corollaire 7.1) On suppose que dans q, il y ait une seule
classe de conjugaison de sous-espaces de Cartan. Soit a un sous-espace de Cartan
de q, alors Uapplication de restriction de C(q)" dans C®(a)™ est un isomor-
phisme.

Dans [2], nous avons aussi donné une description des fonctions continues
H -invariantes sur q en fonction de leurs restrictions aux différents sous-espaces de
Cartan. On a le lemme suivant:

Lemme 1.3. ([2], lemme 6.1) Notons ay,...,a, des représentants des classes
de conjugaison sous H des sous-espaces de Cartan de q. Supposons que f1,..., f.
sotent des fonctions continues respectivement sur ai,...,a, et vérifiant: pour

tout i = 1,...,r, tout X dans a; et tout h € H tels que h.X € a;, on ait
fi(h.X) = fi(X) (en particulier f; est supposée W(H,a;)-invariante). Alors, il
existe une unique fonction f continue et H -invariante sur q telle que, pour tout
i=1,...,7 , on ait fia, = fi.

2. Fonctions C* au sens de Whitney.

Si F est un fermé de R™, un jet de Whitney d’ordre infini sur F est la donnée d'une
famille (f*)rene de fonctions numériques complexes continues sur E. On notera
J*(E) l'ensemble de tous les jets de Whitney d’ordre infini sur £. L’ensemble
J®(F) est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel. Si E est com-
pact, on définit un sous-espace ¢*(F) de J°(E) comme suit. Un élément f de
J®(FE) appartient a ¢ (FE) si et seulement si pour tout m > 0, pour tout k € N,
|k| <m, pourtout € >0, il existe d > 0 tel que, pour tout X, Xy € E, X # X,

(X — Xp)*

X=Xl <o=[f{(X) - ¥

[¢|<m—|k|

X)) < e X — Xo|™ M,

Les éléments de ¢ (F) sont appelés fonctions ¢ au sens de Whitney sur E.

Si E est un fermé quelconque de R™ et si f € J°(F), on dira que f est
> au sens de Whitney sur F si, pour tout compact K de E, (fﬁ()keNn € c™®(K).
On notera ¢®(FE) l'espace des fonctions ¢> au sens de Whitney sur F.

(o.o]

Remarque 2.1. i) Si E et F sont deux fermés de R”,si F' C E et f € ¢™(E),
on notera fjp = (f"})keNn. Il est clair alors, d’apres la définition, que f|r € ¢ (F).
ii) On note C*(R™) l'espace des fonctions numériques complexes C* sur

K|

R™. Si f € C>®(R™), il découle de la formule de Taylor que le jet (%)kej\]n €
c>®(R™).

D’apres cette remarque, pour tout fermé F' de R™, on obtient une appli-
cation f +—— fip de C*(R"), identifié a un sous-espace de c>*(R"), dans ¢>(F).
Le théoreme de prolongement de Whitney s’énonce comme suit.
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Théoréme 2.1.  [6] Pour tout fermé F de R™, l'application de restriction,

CR(R") — (F),
oIkl f
f — (W‘F)kENnu

est surjective.

Corollaire 2.2. Sin=p+q, p>1etsi E=RP X0 considéré comme sous-
espace vectoriel de R™, alors si (f(k’k/))(k,k/)eNn € J®(E), le jet (f(k’k/))(k,k/)eNn
est dans ¢®(FE) si et seulement si

a) f*HF) est une fonction de classe C* sur E pour tout (k,k') € N™.

b) 29 k) — O+ pour tout € € NP et pour tout (k, k) € N".

Démonstration.  La condition nécessaire découle immédiatement du théoreme
de prolongement de Whitney, théoreme 2.1. Pour la condition suffisante, soit
f=(f®F) ) un jet de J=(E). D’apres la définition, f € ¢>(E) si et seulement
si, pour tout compact K de RP ¥m > 0, V(k, k') € N" et |k|+ |K'| <m, Ve >0,
35 > 0 tel que Vz, 90 € K, 0 < |z — z¢| < J, on ait

/ (x—xO,O)(“/) i S
(1)' |f(k,k)(%)_(w>|< “keny (6! FEFEEEO ()] < efar — |71

Or (z —x9,0)*) =0 si £ # 0, donc (1) est équivalente & I'inégalité

‘
' r—x , o
(2)_ |f(k,k )(1‘) — Z %f‘(k+g,k )(x0)| < €|m _ :E0|m |(k k)|
|| <m—(|k|+[k]) ’
D’apres b), cette inégalité devient
/ (z — 20)" O , e
(3) |f*E)(z) — 3 T@f(k’k)(l’oﬂ < elz — | IR

€] <m—(|k[+|E])

Comme f**) est une fonction C* sur RP, (3) découle de la formule de Taylor
appliquée a f*+F). n

Définition 2.3.  Soient X et Y deuzr fermés de R™ d’intersection non wvide,
X et Y sont dits régulierement situés si, pour tout couple de compacts (K, L)
avec K C X, L CY, il existe des constantes C, a > 0 telles que , si v € K,
d(z,L) > Cd(z, X NY)".

L’intérét de la définition 2.3 vient du théoreme de recollement de Lojasiewicz
suivant.

Théoréme 2.4.  ([6], p.83) Soient X et Y deux fermés de R™ d’intersection
non vide. St X et'Y sont régulierement situés, alors la suite suivante est exacte:

0— (X UY) -5 e®(X) @ (V) "X NY) — 0
ot 6(f) = fix + fiy et 7(fr © f2) = fiixry — 2l xry -

Proposition 2.5.  ([6], p.88) Deux ensembles analytiques réels X et Y d’in-
tersection non vide sont toujours réqulierement situés.
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3. Les espaces “Whity (F)”

On se propose dans ce paragraphe de présenter les résultats du paragraphe 2 sous
une forme plus adaptée a nos besoins.

Si V' est un espace vectoriel de dimension finie sur R, on note S(V¢)
I’algebre symétrique de V. Dans la suite on identifiera S(V¢) a 'algebre des
opérateurs différentiels a coefficients complexes sur V. On notera d(u) 'opérateur
différentiel correspondant a u € S(V¢). Soit F' un fermé de V. On pose

Whity (F') = l'ensemble des familles (p(u))uesoe); ot p(u): F — C
continue et telle qu’il existe une fonction f de classe C* sur V vérifiant pour
tout v € S(Vc), O(u)fir = ¢(u). D’apres le théoreme 2.1, I'espace Whity (F)
s'identifie & ¢>(F') moyennant le choix d'une base de V.

Les deux lemmes suivants sont une retranscription du corollaire 2.2 et du
théoreme 2.4.

Lemme 3.1. 5@ F' est un sous-espace vectoriel de V', l'application

HomS(FC)(S(V@),COO(F)) — Whltv(F),
o > (o(u)ueser):

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Lemme 3.2. §i X et Y sont deur ensembles analytiques de V, si ¢ €
Whity (X) et v € Whity (YY) sont tels que, pour tout u € S(Vg), ¢(u) et ¥(u)
coincident sur X NY', alors Uapplication ® définie sur X UY par ®(u)x = p(u)
et ®(u)y = ¥(u) est un élément de Whity (X UY).

4. Théoréme principal
Soit @ un sous-espace de Cartan de q. On note C*(a)™ lespace des fonctions
numériques complexes de classe C* sur a vérifiant la propriété (P) suivante.

(P) pour tout X € a, pour tout h € H, pour tout = € Hg, tels que hX € a,
z(hX)=hX et x(ha)c = ac, on a: Yu € S(ac), (O(zhu)f)(hX) = (O(u)f)(X)

Avant d’énoncer le théoréme principal, remarquons que, comme il est rappelé dans
le paragraphe 1, ([2],paragraphe 7), il y a une autre définition de C*(a)™. La
complication supplémentaire qui apparait ici provient du fait qu’en général on peut
avoir X dans a, h dans H, h.X dans a sans que h.X ne soit dans 'orbite de X
sous 'action du groupe de Weyl W (H, a). Donnons un exemple de cette situation.

Exemple 4.1.  On considére le cas du groupe de Lie G = SL(4,R) considéré
comme espace symétrique. Alors q s’identifie & g = sl(4,R) et H s’identifie
a SL(4,R) agissant dans g par la représentation adjointe. Les sous-espaces de
Cartan de q sont les sous-algebres de Cartan de sl(4,R). Notons

a= <3 2> ! 0 2a = —(\+ )
1 ) ;

14 a
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(a —y) 0
o ={| " v 0 D20 =—(\+p)}
o (o)
0w

Soit X = diag (1,1,—1,—1), on a X € anda’. Les parties déployées des sous-
algebres de Cartan a et @’ étant de méme dimension, on peut trouver g € SL(4, R)
tel que ga = a’ ([8],p.397), alors X € o’ et g.X € o'. S'il existait w € W(G,a')
tel que w.X = ¢.X, on aurait w—'¢gX = X et donc w—'g € HX = le centralisateur
de X dans H. Sion pose x = wlg, alors x a = w !'ga=w"'a = d. Donc a
et a' seraient conjuguées par un élément du groupe HX, ce qui est faux puisque
HX opere dans son algebre de Lie g¥ par automorphismes intérieurs. En effet,
'algebre dérivée g, de g¥ est s[(2,R) x s[(2,R), et si 'on note

1 0 0 -1
o=r(} %) =r (0 ),

onaangy =bxteta Ngf =txb. Il est bien connu que b x t et t x b ne
sont pas conjuguées par un automorphisme intérieur de g~ .

Cependant les deux définitions de C*°(a)™ coincident si a est un sous-espace de
Cartan fondamental ou maximalement déployé.

Nous énoncons maintenant

Théoréme 4.1.  L’application de restriction Res: C*®(q) — C*(a)™ est sur-
jective.
Remarque 4.2. i) Si o est une involution de Cartan, le théoreme 4.1 permet

de retrouver I'isomorphisme bien connu C®(p)% — C*>(a)V.

ii) Si W(H,a) = W(gc,ac), on a C®(a)™ = C®(a)" et la surjectivité
resulte dans ce cas d'un théoréme de Luna ([3]).

iii) L’application de restriction ci-dessus n’est injective que si tous les sous-
espaces de Cartan de g sont conjugués par H ; dans ce cas la description de
C*>(a)™ est plus simple (voir paragraphe 1).

5. Démonstration du théoréme 4.1

Nous noterons Car(q) ’ensemble des sous-espaces de Cartan de q. Rappelons que
si a € Car(q) et si A est une forme linéaire sur ac, on définit

g(i\j = {X € gc; [A7 X] = )\(A)X7 VA € Cl((j}

S(ge,ac) = {A € ag;  gg # 03\ {0},
alors Y(gc, ac) est un systeme de racines (voir [5], théoreme 2.11). On notera
W (gc, ac) le groupe de Weyl associé. Rappelons aussi que

Wi(gc,ac) = N(Hc,ac)/Z(Hc, ac).

On note F lensemble des sous-espaces F' de g tels qu’il existe X € q semi-
simple pour lequel F' = (centreg®) N q. On notera {mg,my,...,m;} 'ensemble
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{dim F’; F € F} et on supposera que mgog < m; < ... < mg. Pour j €
{0,1,...,k}, on notera

F,={FeF; dimF <m;}

Alors Fy contient le seul élement Fy = (centreg) Ngq.

Lemme 5.1. i) Ona Car(q) C F.

ii) Pour tout F € F, il existe b € Car(q) tel que F' C b.

iii) Si b € Car(q), les sous-espaces de b qui appartiennent a F sont
exzactement ceuzr qui sont de la forme (Nyex, Kera) Nb ot X1 C X(gc, be).

iv) Si Fy, Fo € F, alors FiNF, € F.

v) Pourtout F € F, le cardinal de l’ensemble des éléments de F contenus

dans F' est fini.

Démonstration. i) Soient b € Car(q) et X € b tel que A\(X) # 0 pour tout
A € X(gc, be)}, alors ([7] ,1.11) b = g¥ = (centreg®) Ngq € F.

ii) Soit F' € F. Il existe donc X € q semi-simple tel que F' = (centre g~ )N
q. Le sous-espace centre g~ est formé d’éléments semi-simples et est abélien, donc
(centre gX) Nq aussi; celui-ci est inclu dans un sous-espace de q maximal pour ces
deux propriétés; c’est-a-dire un sous-espace de Cartan de q.

iii) Soient F' € F et soit X semi-simple dans q tel que F' = (centre g*)Ngq.
Soit b € Car(q) tel que F' C b. Notons X = {a € X(gc, be);  «afF = 0}. Soit
Y € F tel que a(Y) # 0, pour tout o € ¥(gc, be) \ Xp. L'élément Y étant semi-
simple, g¥ est alors réductive et invariante par o et (g¥, g¥ Nbh) est une paire
symétrique ([7], 1.5), b est un sous-espace de Cartan de q¥ et X(g¥,bc) = Zp.
Par suite

( () Kera)ng= (centregy)Nq = (centreg”) Nq.

aEXp
Or F C (Naes, Kera) N q et centre g¥ C centreg®, car g¥ C g¥ puisque YV
appartient au centre de g*. Donc F = (Nyex, Kera)Nb.

Réciproquement, soient X; C X(gc, be) et F' = Nyex, Kera) Nb. Soit
¥y ={a € X(gc, be); ogp =0}, Alors F = (Naey, Kera) Nb. Soit X € F' tel
que a(X) # 0  pour tout o € X(gc, be) \ X} , alors la démonstration ci-dessus
montre que F(centreg®)Ngq, et donc F € F.

iv) Supposons F; = (centreg®i) N q, i = 1,2. Soit b € Car(q) tel que
Fy C b;alors F=FNFE, Cb. Solent ¥p = {a € X(gc, bc); alF = 0} et
F'={X €c€F;, V3¢€ %(gc,bc), BX)=0= 3€%p}. Si X€F ;on
a (centreg®) N g O F. Or centreg® D centreg® car g¥ D g% du fait que X
soit dans le centre de g¥i, donc Fy N Fy, = F D (centreg®) Nq D F; par suite
F = (centreg®) Ngq.

v) Découle de iii). u

Lemme 5.2. i) Soient F'€ F, b e Car(q), b’ € Car(q) tels que F C bNb’.
Alors il eriste v € HE ={g € He, gZ = Z; Z € F} tel que xbc = b
i) 9 X €q semi-simple et F = (centreg™)Nq, alors HY = HE .
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Démonstration. i) Par définition il existe Xy, € F tel que F C centre g*°.
Alors HX° étant connexe, H2° C HZ pour tout Z € centre g*¢; donc HX® = HE.
Comme bgo est réductive complexe ([7], 1.5), bc et b sont deux sous-espaces de
Cartan de q3°, et il existe z € HX® tel que abc = bf.

ii) Soient X € q semi-simple et F' = (centreg®) N q. Alors F' € F et
d’apres la démonstration de i), on a H¥ = HE. ]

Proposition 5.3.  Soit f € C>®(q)%, F € F et b € Car(q) tel que F C b.
On pose, pour u € S(bc), ¢, .(u) = 0(u)fir. Alors on a les propriétés suivantes:
P, Por € Whltb<F)

Py. Pourtout ge H, X € F' et u e S(be),

Poor(9u)(9X) = ¢, - (u)(X).

Ps. Pourtout F € F, b, b € Car(q) tels que F C b, F CV, si v € HE et
x.bec =bg, on a
Vu e S(be), o r(r.u) =@, .(u).

Py. SiF,F'eF,beCar(q) et ' CF Cb, alors
Vu € S(be), o (u) =0, .(u)F.

Réciproquement, si pour tout F' € F et tout b € Car(q) contenant F', on se
donne @, , : S(bc) — c>(F) vérifiant les propriétés Py, ..., Py, alors il existe
une unique fonction f € C*(q)? telle que

0, p(w) =0u)fir, Yue S(bc), VFcF et Vbe Car(q)

tels que b D F'.

Démonstration.  Si f € C®(q)¥, il est clair que Py, Py, P4 sont vérifiées. La
propriété Pz découle de la condition nécessaire du théoreme 5.1 de [2].

Pour la réciproque, soit b € Car(q); d’apres Py et le lemme 3.1, @p (1) €
C>*(b). D’apres Pa, Py et le lemme 5.1.(i et iv), les fonctions ¢p (1), b € Car(q),
vérifient le lemme 1.3, par suite il existe une fonction continue et H -invariante
unique f:q — C telle que, pour tout b € Car(q), fjo = o,6(1). Pour montrer
que f est C*, nous allons utiliser le théoreme 1.1. Pour ceci, nous avons a vérifier
les deux propriétés suivantes :

i) Pour tout sous-espace de Cartan b € Car(q), fjp est C>* et W(H,b)-
invariante.

ii) Si X € q est semi-simple, si b, b’ € Car(q) et contiennent X, alors pour
x € He, ©.X =X et abc = b, on a

Vu € S(be), (9(z.u)fie)(X) = (9(u) fie)(X).

Or la propriété i) est clairement vérifiée par f, puisque pour tout b € Car(q),
fio = @u,6(1) € C(b) et comme @y vérifie Py, fjp est W(H,b)-invariante. Si
X est semi-simple dans q, si b, b’ sont dans Car(q) et contiennent X, si z € Hc¢
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tel que 2.X = X et zbc = bf, soit F' = (centreg®) N q; alors on a F' € F,
Fcbnb' et x € H: (lemme 5.2). Par P3, on a donc gy p(z.u) = ¢, . (u)
pour tout u € S(bc). Pour obtenir la propriété (ii), il reste a vérifier que pour
tout F' de F, pour tout b € Car(q) tel que F' C b et pour tout u € S(bc),
¢, p(u) = O(u)fip. Or d’apres Py, il suffit de le vérifier pour F' = b, et comme
©p,6 € Whity (b) = Homgp)(S(bc), C(b)) ~ C>*(b), on a

@o,6(u) = 0(u).ppp(1) = 0(u)fie  Vu € S(be).
Ceci termine la démonstration de la proposition 5.3. ]

Il s’ensuit que le théoreme 4.1 découle de la proposition suivante.

Proposition 5.4.  Soit a un sous-espace de Cartan de q et soit 6 € C*®(a)™,
alors on peut définir une famille d’applications ¢, ,: S(bc) — c¢®(F), avec b €
Car(q), F € F tel que F C b, vérifiant les propriétés Pq,..., Py de 5.3 et tels
que

(%) Si F Ca, a,r(u) = 0(u)d |F YV u e Sac)

Démonstration.  La définition des applications ¢, . va étre faite par récur-
rence sur la dimension de F'. Remarquons que F{ est réduit au seul élément
Fy,

Fy =centregNgq
et dim Fy = mg. Soit b € Car(q), alors Fy C b. Soit = € Hc tel que zbe = ac.
Pour tout u € S(bc), on pose

po,m, (1) = O( - u)b)R,
Alors ¢y g, est bien définie ; en effet si y € H¢ et ybe = ac, alors zt:y’l.a(c = ac
et, comme Hc fixe les éléments de Fj, d’apres la définition de C*(a)™,
Yu € S(be) et VX € Fy, O(z - uw)0(X) = d(xy 'y - u)0(X) = 0y - u)d(X).
Il est clair que,

Vu € S(be),  wo,m(u) € ¢ (Fo);
de plus, si ug € S(Foc),

©o,1 (Uou) = O(x - ugu)t)r, = (uo).Po,r, (1),

donc @y g, € Homgr,)(S(be), ¢™(Fp)) = White (Fp).

Il est immédiat que les propriétés Py,..., Py, ainsi que la propriété (x)
sont vérifiées par les applications ¢y g, b € Car(q).

Soit ¢ fixé dans {0, 1,...,k—1}. On rappelle que F; désigne I’ensemble des
F € F tels que dim F' < m;. Supposons qu’on ait défini une famille d’applications
¢, » € Whity(F), F' € F;,b € Car(q) et F' C b, vérifiant les propriétés P, ..., P,
de la proposition 5.3, ou l'on a remplacé F par F;, et tels que

(%) siFeFet FcCa ona @qp(u)=0wubr YueS(ac).
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Nous allons construire les applications ¢, ., € Fi11 \ F;. Remarquons que
si Ly, Ly € Fiyq \ Fi ne sont pas conjugués par H, alors la vérification, par la
famille ¢, ., F' € Fiy1, des propriétés Py,..., P4 et () ne fait intervenir aucune
relation directe entre deux applications ¢y, 1, €t @p, 1,; ceci nous permet de faire
la construction par blocs, en ne considérant a la fois que les F' € F; 1\ F; qui sont
conjugués par H.

Soit F' € Fiyq1 \ Fi. On note conj(F) = {gF,g € H}. On distinguera deux
cas, suivant que conj(F') contient un sous-espace de a ou non.
Premier cas: La classe conj(F') contient un sous-espace de a.

On note & ={(g,E)| g € H,E € conj(F), gE C a}. Pour tout (g9, E) €
E, beCar(q) telque ECb , x¢€ H(%E tel que z(gb)c = ac  (cf. lemme 5.2),
u € S(bc) et pour tout X € E posons

wo.e(u)(X) = (9(zg - u)0)(9X)
Vérifions que @p g est bien définie. Soient (g1, E), (g2, FE) € £, b € Car(q),
T € Hqg:lE, Ty € HéQE tels que E C b, z1(g1b)c = ac et xa(geb)c = ac.
Posons g5 = ¢i1g5' et x5 = x1gsry'gst. Soit X € E, alors ¢, X € a et

93(g2X) = ¢1X € a. On a aussi x3(1X) = ¢1X et z3(g93a)c = ac. Par suite,
comme 6 € C*(a)™,

Vu € S(bc), (w191 -u))0(9:1X) = O(w393(v2g2 - u))0(g392X) = O(w292u)0(g2X).

Montrons maintenant que les applications ainsi définies vérifient les propriétés
P,,..., P4 et la propriété supplémentaire (x).

La propriété (x) est vérifiée, puisque si E C a, pqp(u) = 0(u)ls.

P;. Remarquons que les applications ¢p g(u),u € S(bc), sont des applications
C*> sur E. Soient (g, E) € £,b € Car(q) tels que E C b, et soit z € HE" tel que
x(gb)c = ac. Soient Z € E,u € S(bc) et X € E. Alors

(z - (9Zu))0(9X)

((zg - Z)(zg - u))0(9X)

(zg - Z)0(xg - u)0(gX)

(Z)0(xg - u)8(gY)(X), CaI'l‘GH((g:E
(Z) o, (w)(X).

Donc ¢p 5 € Homg(g.)(S(bc),C*(E)) = Whit, (£).
P,.  Soient (go, E) € £, b € Car(q), E C b, et x € HP” tels que z(gob)c = ac.

Soit g € H, alors, comme (gog ')g.E C a, z € H((Cgogil)gE et (zgog ') (gb)c = ac,
on a par définition: pour tout u € S(bc), X € F,

Pgvg1(9-1)(9-X) = O(zgo g~ gu)0 (90X) = (xgou)0(g0X) = pp.1(u)(X).

P3;. Soient (go, E) € &, b, b’ € Car(q) tels que E Cb, ECV,etsoit y e HE
tel que ybe = bl (voir lemme 5.2). Soit 2’ € HZ" tel que z/(gob’)c = ac. Alors,
sion pose 2 = 2'goy g5 L, * € HE” et xgobe = ac. Par suite, pour tout u € S(be)

Q

po.e(Zu)(X) =

I .
v

= 0
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et pour tout X € E, par définition de ¢y g,

pop(y-u)(X) = (0" goy - u)0)(g0 X)
= (9(z go - u)f)(g0X)
= wop(u)(X).

P4. Soit E € conj(F) et soit E' € F tels que E' C E et dim E' < m;. Soient
be Car(q), go € H etz € Hqg:OE tels que E C b, goF C a et xgy-bc = ac. Alors,
pour tout u € S(bc) et pour tout X € F’,

0o, (W) (X) = ©gb.908 (90 - 1) (g0 X) (P2 de 'hypothese de récurrence)
= Qagr (T go-u)(goX) (P3 de I'hypothese de récurrence)
= 0z go-u)f(goX) (propriété (x) de 'hypothese de récurrence)
e, (1) (X) (par définition de yp ).

Deuxiéme Cas: La classe conj(F') ne contient pas de sous-espace de a.

Notons Fi, ..., F, tous les sous-espaces stricts de F' qui appartiennent a F .
Ces sous-espaces sont en nombre fini d’apres le lemme 5.1(v). D’apres 'hypothese
de récurrence, les fonctions g p, sont définies si b est un sous-espace de Cartan
de q contenant Fj, j=1,...,7.

Soit by € Car(q) fixé tel que F' C by. Comme l'intersection de deux
éléments de l'ensemble {F}, Fy,---, F,.} est encore un élement de cet ensemble, la
propriété P4 de 'hypothese de récurrence permet de définir, pour tout u € S(boc),
I’application

Pr(u): ;:1 F; —C,
X € Fj — ppo,r, (u)(X).
Alors, d’apres le lemme 3.2, ¢; € Whitg, (| F}) et, d’apres le lemme 3.1,

j=1
il existe ¢ € C*>(by) telle que

Vu € S(boc), AWy yr_ p, = ¥a(u).

Posons alors pour v € S(boc), Yee,r(u) = O(u)p. 1l est clair que vy, p ainsi
définie, vérifie P; et Py.

On va modifier ¢y, p pour préparer la définition des applications 1 r, b €
Car(q) et F Cq.

Notons W& = {w € Wi(gc,boc); w.X = X VX € F} et tWE le
cardinal de W{'. Pour u € S(bgc), posons

Jooir (1) = s 3 o).

ﬁ C wEWéj

Commengons par voir que cette fonction vérifie encore Py et P4. Puisque si
v e S(Fg), ona wv =v, we€ W&, et Yy, r € White,(F). Par suite 1y, r €
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Homg gy (S(boc), C*(F)). Donc @bo’F vérifie P1. Il en est de méme de Py; en
effet, si u € S(boc) et j € {1,---, 7},

L
e

1 PP
= W > theg,r, (wau) (par définition de ¥y, p)
wEW(é:

1
= W > theg,r,(u) (P de I'hypothese de récurrence)
C wEW(é:

QZbo,F(U)\ﬂ- =

Y Yeor(w.u) g,

wEW(é:

= Pbo,F; (u)

Pour b € Car(q) et * € HE tels que F C b et zbc = byc, et en vue de vérifier
P3, on pose pour u € S(be),

wb,F (u) = QZE’O,FCU'U)'

Alors @h’F est bien définie ; en effet, si y € HE et y.bc = boc, alors (zy~')boc =
boc. Si on note wy = classe de xy~! dans W (gc, boc), alors wy € WL et

szo,p(:pu) = ! Z Yo, r(w.2.0)

F
JjW(C weW{

= 1 Z wbo,p(w.woy.u)

F
ﬂW(C weW{

1
= = > Yeer(wyu)

ﬂW(C w’ewg

= QZbo,F(yﬂ)-

Il est clair que QZ[L ~ € Whity (F) et que Pjg est vérifiée.
Notons

N(H,F) = {geH;, g¢.F=F)
Z(H,F) = {ge€H, gX=X VXeF}
W(H,F) = N(H,F)/Z(H,F).

On va modifier les applications QZE,, » afin que les nouvelles applications obtenues
vérifient la propriété Py en plus des propriétés Py, P3, P4. Pour tout b € Car(q)
tel que F' C b et pour tout u € S(bc) , on définit I'application ¢, . (u) sur F' par

1

:m Z @wb,F(w'u)(w‘X)v (1)

weWp

o, r (W) (X)

et pour tout g € H, on définit I'application ¢gp 4r(g - 1) par

Pobr(g - u)(g-X) = @, o (u)(X) (2)
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Remarquons que si go € H et goF' = F, (1) et (2) donnent la méme expression ;

en effet

1

SOgob,F(gou)(goX) = i Z izwgob,F(wgou)(wgoX)

W
= Y @) @X)

ﬁWF w' eEWp
= Sob,F<u)(X>

weWp

On vient donc de définir ¢p g, E € conj(F), b € Car(q) tel que b D E, de facon
que P4 soit vérifiée. Montrons que les propriétés Py, P3, Py, le sont aussi. Quant
a la propriété (x) de la proposition 5.4 | elle est vide dans le deuxieme cas.

P,. Soit Z€F,

ue S(be), X € F, alors
1

for(Z0)(X) = o D7 Yupr(w.Zu)(w.X)

iWr

weWp

szb,F(w-Zu)(w.X) = @wb,F(wZ.wu)(w.X)

= [8(wZ)1Ewb7p(~w.u)](w.X) car ¢ vérifie Py
= (2)[X — Yyb r(w.u)(w.X)].

Donc ¢, .(Zu)(X) = (9(Z).¢, »(u))(X) pour tout Z € F. On peut déduire alors

F
que @, . appartient a Whity (/).
P3;. Soient b, b’ € Car(q), «

pour tout u € S(bc) ,

oo r(ru)(X)

_ > Yoo, p(w.zw) (w.X)

ﬂWF weWp

- ﬂ% Z @wb/,p(w.xw’lw.u)(wx)
weWr
= ﬂ%}? Z @Ewb,F(wU)(wX) car wxw_l(wb)(j:(wb,)c.

= @y p(w)(X).

P,. Soient j € {1,2,...,k}, X € F}, alors

o r(W)(X) =

1
W
1
W
1

Z lzw[,,p(w cu)(w - X)

weWp

> @Ewb,p(wu)‘pj(w.X), (car les hyp, p vérifient Py).

weWp

ﬂWF w;/F Pwb,wr; (W) (w.X)

1
P > wo,r(u)(X) (P2 del hypothese de récurrence)
weWp

oo, F; (1)(X).

Ceci acheve la preuve de la proposition 5.4 et donc celle du théoreme 4.1.

€ H{E tels que F C bNb' et xbc = bi. Alors
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