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Résumé. Soient ¢ un groupe de Lie semi-simple connexe et H le sous-
groupe des points fixes d’une involution non triviale de ¢. On suppose que
c/H est déployé. Dans ce cas on calcule certains coefficients généralisés de
la série principale sphérique de ¢ en fonction de la matrice B introduite par
E. van den Ban. Ensuite, grace au front d’onde, on trouve une formule pour
la matrice B qui correspond a I’élément de plus grande longueur du groupe
de Weyl.
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Abstract. Let G be a connected semisimple Lie group and H be the
fixed point group for a non trivial involution of G. Assume G/H is split. In
this case we compute some generalized coefficients of the spherical principal
series of G in term of the B-matrix introduced by E. van den Ban. We use
the wave front set to give a formula for the B-matrix corresponding to the
longest element of the Weyl group.

AMS Classification. 20G05, 22E30, 43A85.

Key words. Semisimple Lie group, Symmetric space, Wave front set.

0. Introduction

Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe et o une involution non triviale
de G. Soit € une involution= de Cartan qui commute avec o. On note H
I'ensemble des points fixes de 0. On suppose que G/H admet un sous-espace
de Cartan a formé d’éléments hyperboliques. Soient A := expa et P := MAN
un sous-groupe parabolique of-stable minimal de G. Si W est 'ensemble des
(H, P)-doubles classes ouvertes dans G, on dispose d’'une famille méromorphe
£, v € W, X € ag, de vecteurs distributions H -invariants de la série principale
sphérique (my, I). Pour X\ générique, x,y € W, on définit le coefficient généralisé
de IT correspondant a &% et €Y, ©VY, par:

Vo € O (G/H), 657(p) = (m(#)Ex, €21),
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ou 7 est la contragrédiente de . En fait, ©7" est une distribution sphérique
sur G/H. Si Cp est la chambre de Weyl de a correspondant a P et z un
élément du groupe de Weyl de (g,a), W, on note C, := exp(—zCp). Pour tout
w € W, sur C,wH, ©7Y est une fonction analytique et solution d’un systéme
différentiel dont l'espace des solutions est de dimension |[W|. On dispose d'une
base, ®(C,w, —ul,.), u € W, de cet espace. Ainsi

Va € C.,0VY(awH) = Y cu(z,y,C.ru, —N)(Cow, —ul, awH).

ueW

Dans la premiere partie de cet article, on détermine les coordonnées
co(z,y,Chyu, =)

en fonction de la matrice B introduite par van den Ban, en développant et
modifiant une méthode utilisée par P. Delorme dans [7] lorsque G est un groupe
complexe, H est une forme réelle de G admettant un sous-groupe de Cartan
compact et x = y = e. En particulier, en contraste avec la méthode de P. Delorme,
il est nécessaire de ne pas se limiter au cas ou x = y = e. Ceci fait 'objet du
théoreme 2. Dans le cas des hyperboloides, le calcul de ©5¢(aH) est contenu dans
le travail de J. Faraut [10], th. 3.4 et prop. 7.5; le cas de SL(n,R)/GL(n — 1,R)
est traité de fagon similaire (cf. [19], th. 8.5 et [8], prop. 5.1). Plus généralement,
pour le cas des espaces symétriques de rang 1, voir l'article de V.F Molchanov [20],
§8. Le cas des espaces symétriques de type G/K. est traité dans [23]. Enfin, ce
théoréme permet de retrouver le théoreme 5.1 de [13]. Dans la derniére partie de
cet article, grace au front d’onde, on décrit les coefficients de B, pour I’élément
de W transformant N en 6(N), comme restriction & K (sous-groupe compact
maximal de G) de produit de distributions sur G appliqué a 1x (cf. th. 3).

1. Notations

Si X est un ensemble, on notera |X| son cardinal. Si E est un espace vectoriel
réel ou complexe on notera E* son dual et E¢ son complexifié s’il est réel. Si
E est un espace vectoriel complexe et F' un sous-espace vectoriel réel de E avec
FniF = {0}, on identifiera Fr & F+iF C E.

Si E est un espace vectoriel localement convexe séparé (e.l.c.s), on notera E’ son
dual topologique. Le crochet de dualité sera noté (-,.) ou plus précisément (-, ) g g .
Si A est un opérateur continu de £ dans F' (avec E, F e.l.c.s), on notera A’ le
transposé de A qui envoie F’ dans E’.

Si on a une représentation m d'un groupe de Lie G dans FE, el.c.s, par des
opérateurs continus, on notera m’ la représentation contragrédiente définie par
7'(g) = (n(g™"))'. Si E est un espace de Hilbert (réel ou complexe) on notera
(,) le produit scalaire (linéaire en la premiere variable).

Si L est un groupe de Lie, on notera [ son algebre de Lie, U([) l'algebre envelop-
pante de [c. L’action réguliere gauche (resp. droite) de D € U([) (resp. g € G)
sur f, fonction C* sur L, sera notée Lpf (resp. Rpf, resp. Lyf, Ryf).

Si @ est un sous-groupe de L et Y est une partie de L ou [, on note Zg(Y) le
centralisateur de Y dans ). Le centre de L sera noté Z(L).

On notera L° la composante connexe de 1'élément neutre de L. Si X est une
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variété, on notera D(X) := CX(X), £(X) := C*°(X) munis de leurs topologies
usuelles et D'(X) (resp. £'(X)) 'espace des distributions (resp. distributions a
support compact) sur X . Si X est un groupe de Lie (resp. un espace homogene

d” un groupe de Lie) muni d’'une mesure de Haar (resp. invariante) a gauche, on
identifie £(X) (resp. D(X)) a un sous-espace de D'(X) (resp. £'(X)).

2. Espaces symétriques réductifs déployés

Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe. On suppose que G est contenu
dans un groupe de Lie connexe et simplement connexe G¢, dont ’algebre de Lie
est gc. Soient o une involution de GG non triviale et € une involution de Cartan
qui commute avec o. On note H (resp. K) l'ensemble des points fixes de o
(resp. 0). On garde les mémes notations, o et 0, pour désigner les involutions
correspondant respectivement a o et 6. On note q (resp. p) le sous-espace propre
de o (resp. #) pour la valeur -1. On munit g du produit scalaire défini par
(X,Y) = —tr(ad X ad (Y)). On note de méme son prolongement sesquilinéaire
a dc.

Soit a un sous-espace abélien maximal dans pNg. On note A := A(g, a) 'ensemble
des poids non nuls de a dans g. C’est un systeme de racines (cf. [25], §7.2). On
fixe un ensemble de racines positives, A*, de A. On désigne par X I’ensemble des

racines simples de AT. Soit n := @ g% ou g% est le sous-espace radiciel de g
aEAT
correspondant a la racine o de a.On note L le centralisateur de a dans GG. Soit m

I'orthogonal de a dans [, alors mNp est inclus dans h. On désigne respectivement
par N, A et M° les sous-groupes analytiques de G d’algeébres de Lie n, a et m.
Soit a; un sous-espace abélien maximal de mNp et a, := a® ay, alors a, est un
sous-espace abélien maximal dans p, o-stable et a, Nh = a;, (cf. [21], p.608).
On pose F:= K Nexp(ia,) et M := FM°. Alors les éléments de I sont d’ordre
2 et M est un groupe réductif fermé o et 6 -stable. Le sous-groupe de G,
P := MAN, est un sous-groupe parabolique cf- stable (cf. [21], p. 608). On
note p la forme linéaire sur a définit par:

1
VX €a,p(X)= 5tr(adX|n).

On fixe une sous-algebre de Cartan j de g, o et 6 -stable, qui contient a, (cf. [5],
§2.1 pour l'existence). Les décompositions a, = a®ay, et j = a,®(jNE) permettent
d’identifier a* et a; a des sous-espaces respectivement de a; et j*. On choisit un
ensemble de racines positives AT (gc,jc) du systeme de racines de jc dans gc,
A(gc, jc), compatible avec AT. Pour a € A(gc,jc) on note oa := a o glj.. On
note

A, = {a € Agc.jc) : afa # 0}

On note W le groupe de Weyl de A(g,a) qu'on identifie au quotient de Ng(a)
par Zg(a) (cf.[1], lemme 1.2). Si w € W, il admet un représentant dans Nk (a)
qui normalise j (cf. [21], p.608). On note Wy I'image dans W de Ngnpy(a).

Si C' est une chambre de a relativement a A, on note C := exp(C'). La chambre
qui correspond a 3 sera notée Cp. On notera wy 'unique élément de W qui
transforme AT en —AT.
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On note g™ := (ENHh) ® (pNq) qui n’est autre que l'ensemble des points fixes de
o6. C’est une algebre de Lie réductive.
Dans ce paragraphe on peut se référer a ([21], §2). Si a € A, on note:

Ala) = {B € Alg. 0,) : fla = a} et 7o := max (|6]/lal)",

alors r, € {1,2,4} (cf. [21], lemme 2.3). Soient aq,-- -, a; les éléments de 3. On
désigne par d;, i = 1,---,1, le maximum de {ra,, 212, } si 20; € A, et r,, sinon.
Soit p; € a* tel que:

(pi, o) = djl ;)65

que l'on regarde comme élément de ji, grace a I'égalité j = (jNh)da. Alors p; est
un poids entier dominant relativement & A*(gc, jc). Soit (7;, V;) la représentation
irréductible holomorphe de G¢, de plus haut poids g;. On munit V; d’un produit
scalaire invariant par le sous-groupe analytique de G¢ d’algebre de Lie & @ ip.
Alors pour g € G, m(g)* = m(0(g™")) et deux sous-espaces de poids sous a de
V; pour des poids distincts sont orthogonaux. De plus m; admet un vecteur H -
invariant non nul, u;, et un vecteur unitaire K -invariant, eiK . Soit v; un vecteur
unitaire de V; de plus haut poids p; sous j. On peut supposer que (u;, v;) = 1.
Pour tout ¢ =1, ---, [, on définit les fonctions, ¢;, de GG par :

Vg € G,ei(g) = (mi(g)vi, wi).

On rappelle que si W est un ensemble de représentants de Wy \ W, {HwP : w €
W1} est un ensemble de représentants des doubles classes ouvertes de G modulo
(H, P) (cf. [1], prop. B.1). De plus les fonctions ¢; sont analytiques et on a:

G\UHwP:{gEGzl:Isi(g):O}

i=1 =

(cf. [21], th.2.5). Montrons le résultat suivant:

Lemme 1.  Pour tout i = 1,---,1, v; est M -invariant et ; est invariant a
droite par M .

Démonstration. FEn effet, v; est invariant sous le groupe analytique de G¢
d’algebre de Lie m¢ (méme preuve que [5], lemme 2 (v)), donc par M. De plus
il T'est aussi par F (cf. [21], p.611). Donc il est M-invariant. Ceci joint a la
définition de ¢; donne le résultat voulu. [

On rappelle que si b est un sous-espace abélien maximal de ¢ formé d’
éléments semi-simples, le sous-ensemble de Cartan de G/H associé a b est par
définition {gH € G/H : go(g~") € Zg(b)}. Soit A le sous-ensemble de Cartan de
G/H correspondant a a.

Hypothese. Dans toute la suite de l'article, sauf mention expresse du contraire,
on supposera que a est abélien mazximal dans q. Dans ce cas on dit que [’espace
symétrique G/H est déployé.
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Remarque 1.  Si G/H est déployé alors m N q = 0, donc m, qui est égal a
(mNb)®(mnq) (car m est o-stable), est contenu dans h. Donc M° est inclus
dans H .

Lemme 2.  Soient w € Nk(a) et t, :=o(w Hw. On a:
(i) ty € exp(ia) N HN K. En particulier t,, € Zpap(M).
(ii) w normalise H N M .

(iii) Pour tout i € {1,---,1} on a e}(w) = 1.

Démonstration.
(i) Pour w € Ng(a) et a € A, on a wa 'w™! € A. Donc

o(wa'w™h) = waw™".

D’autre part on a:

o(wa™'w) = o(w)ac(w) .

Donc:

1

waw ' = o(w)ac(w) .

On en déduit que t, € Zx(A) = KN M. En outre comme t, est de la forme
go(g™1), il résulte du lemme 1.1 de [24] que t,, € exp(ac). D’ou t, € Z(M) et
0(t,) = t,;'. D’autre part, puisque ¢, € K, on a 0(t,) = t,. Cela montre que
t2 = e, c'est & dire que t,, = t;'. Mais o(t,) = t;'. On en déduit que t, € H.
Comme exp(ia) est 'ensemble des éléments de exp(ac) dont le carré est e, on en
déduit que t,, € exprtaN HN K.

(i) D’apres (i) on a, pour tout m € HN M, o(w™Hwmw o(w) =m, c’est a dire
pour tout m € HN M o(wmw™) = wmw™'. De plus w normalise M, donc w
normalise H N M.

(iii) Il découle de I'holomorphie de m; que la fonction, f;, définie dans G par
filg) = (mi(o(g7Yg)vs,v;) est analytique. Tl est clair que f; est invariante a
gauche par H. Comme v; est M N -invariant (cf. lemme 1) et ¢0(N) = N, notre
choix du produit scalaire sur V; (cf. §2.1) montre que f; est invariante a droite par
MN. En outre f; coincide avec €2 sur A. On en déduit que f; et €? coincident
sur HP qui est un ouvert de G. Comme G est connexe, ’égalité des fonctions
analytiques:

2= (2.1)

en résulte. Comme t,, € M, d’apres (i), et v; est un vecteur unitaire M -invariant,
d’apres (2.2.1), on a:
Vw € W, fi(w) = 1. (2.2)

Alors (iii) résulte de (2.1) et (2.2). u
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Proposition 1.  a) Pour w, w' € Nk(a), les propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

(i) AwH = Aw'H .
(i) AwHNAW'H # Q.
(iii) w™w' € Ngnp(a).

b) Si L est un ensemble de représentants de Nk (a)/Ngnm(a) alors L est

fini et on a:
A= ] AwH (réunion disjointe).
weLl

Démonstration.
a) Il est clair que (i) = (ii). Montrons que (ii) = (iii):
Si AwH N Aw'H # O, il existe a € Ah € H tels que: w' = awh, d'ou
o(w)w ! =ato(w)w ta™t, et d’apres le lemme 1 ceci implique que :

L1 = tw71a_2. (23)

Comme MANK = KN M, (2.3) implique que a™> = ¢, et a = ¢ puisque A est
un groupe vectoriel. Donc w’ = wh, ce qui montre que w—'w’ € Ngnm(a).
Maintenant (iii) implique (i). En effet, si w™'w' € Ngng(a), on a AwH =
Aw(w™'w')H. Donc AwH = Aw'H. Ceci acheve la démonstration de a).

b) Si gH = awH avec a € A, w € L, on a:

-1 1

o(g9)g "t =a Hty1at.

Mais d’apres le lemme 1, t,-1 est élément de M. On a donc :

o(g)gt =ty1a? € Zg(a),

c’est a dire g € A. Finalement on obtient:

U AwH C A
weL
Montrons l'inclusion inverse. On rappelle qu’il existe m € N et ky,....k, € K
tels que:
i=1

(cf.[22], proposition 1). La définition de A montre que k;o(k;') centralise a.
Il suffit de montrer que si k& € K est tel que ko(k™!) centralise a, il existe
w € Nk(a), h € H tels que & = wh. Donnons-nous un tel k. Soit X € a,
alors on a:

Ad(ko(k™)X = X,

D’ou:
Ad(o(k:_l))X = Ad (k_l)X.
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D’autre part comme o(X) = —X, on a:
Ad(e(k )X = —o(Ad(k™ 1) X).

On en déduit que:
o(Ad(k™)X) = —Ad (k1) X.

Donc Ad(k™1)X est élément de q. Mais comme X € p et k € K, on a aussi
Ad(k™1)X € p. Ceci montre que Ad(k~')a C pNq, et par conséquent Ad(k™')a
est un sous-espace abélien maximal dans pMNq. Si on considere I'algebre réductive
gt :=(ENH)® (pNgq), on en déduit qu’il existe h € K N H tel que Ad(k~')a =
Ad(h™Ha, dou kh™! € Nk(a), et k = wh avec w € Ng(a).

Appliquant cela aux k; et utilisant (a), on obtient:

Ac |J AwH=|J AwH.

wENK (a) weL

D’ott on déduit de cela I’égalité voulue. La réunion est disjointe d’apres (a), et
avec les notations de la démonstration de (a) on a immédiatement | £ |< m. Donc
L est fini. |

Le produit scalaire sur g introduit en 2.2 permet de sélectionner sur les
sous-groupes de Lie de G une mesure de Haar a gauche qu'on appellera mesure
standard (cf. [14], §7).

Si L C G est compact, la mesure ainsi sélectionnée ne sera pas en général de masse
totale 1. On notera vol( L) cette masse. On appelera mesure normalisée la mesure
de Haar sur L de masse totale 1.

A Dexception des sous-groupes K et K N M de G pour lesquels on utilisera les
mesures normalisées (notées dk, dmy ), on utilisera les mesures a gauche standards
(sauf mention expresse du contraire) qu’on note dl pour un sous-groupe L. Si
@ C L sont des sous-groupes de Lie G et s’il existe une mesure invariante a
gauche sur L/(@, on notera dl celle qui vérifie:

vfe ). [ fwdi= [ ([ flgydg)d.
L L/Q JQ
Si z = expX avec X € ac et a un poids de a, on note z® := e**) . Soit w
un élément de W, C' une chambre de Weyl de a et C := exp C'. On définit une
application F,, de (H/HNM) x C dans G/H par:F,(h(HNM),a) = hwaH . 1l
découle de [24], propositions 1.2 et 1.3 que:

F,, est un difféeomorphisme sur son image qu’on note ), qui est un ouvert
de G/H . De plus il existe une constante positive, C¢, indépendante de C et
de w, telle que pour tout ¢ € C.(2,) on ait:
Ja,, plgH)dg = Cq Jryman Je ¢(hwaH)Dy(a)dadh ot
Dy(a)= ] |a*—a%t|™, et m, = dimgg.

acAt

Remarque 2. On wvoit grace a (2.1) que F,, induit un difféomorphisme entre
C et l’ouwvert de A, wCH . Donc on peut choisir la mesure, db, sur wCH tel qu’on

" /wCH p(b)db = /Ccp(waH)da.
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3. Vecteurs distributions H-invariants de séries principales
sphériques

Pour A € af, on note I, := {f:G — C | fest C®et f(gman) = a=*"f(g),
V(g,m,a,n) € G x M x Ax N} et 7, la représentation réguliere gauche de G
dans I,. On note I = E(K/K N M). Si f € I,, on notera f sa restriction a K,
qui est invariante a droite par K N M. Cette derniere induit un isomorphisme de
K -modules entre I et I. Le dual de I, (I,)’, contient I_, (cf. [1], §3) et méme
C_,:={f:G — C | fest continue etf(gman) = a**f(g), V(g, m, a, n) €
G x M x A x N} sur lequel agit G par représentation réguliere gauche. De plus
(my) laisse stable I_, et C_,, et coincide sur I_) avec m_, et sur C_, avec
I'action réguliere gauche. De méme (7,)" coincide sur I avec 7_,. Le transposé
de 'opérateur Iy, — I (resp. I — I,) défini par f +— f (resp. f +— f\) sera noté
Tel -T ye(I_) (resp. T € (I,)) — T € I'), ces notation sont compatibles
avec les identifications et notzlmtions antérieures.

Soit A € ag, alors A —p = Z Aipt; pour des \; € C. On suppose que pour tout
i=1

i=1,...,1, ®R(N\) >0, c’est a dire R(\ — p) est strictement AT -dominant. On

définit, pour w € W ou Wy \ W, des fonctions, £V, sur G par:

l
&(9) = J]|elg) [ sige HwP,
=1

= 0 sinon.

Il est clair que les fonctions ¢; sont continues et ne s’annulent pas sur les (H, P)-
doubles classes ouvertes de G (cf. lemme 1 (iii) et [21], th.2.5), donc &Y est
continue. En outre les propriétés d’invariance des £; montrent que £V € C_, C I}.
C’est un élément H -invariant de I} sous ) qui est propre sous I'action de U(g)"
(cf. [21], th.5.1). Sa restriction a K (ou a K/K N M) est une distribution notée

SE .
La fonction A — &Y, définie pour A € af tel que R(\ — p) est At-dominant
et a valeurs dans D'(K/M N K) = [I', s'étend en une fonction méromorphe

(cf. [21], th 5.1). D’apres [21], th. 5.1, les singularités sont situées sur une
famille localement finie d’hyperplans de af:. On notera de la méme facon les
prolongements méromorphes des é}\” On désigne par £V, lorsque éﬁ” est défini,
Pélément de I} tel que (£¥) = €Y. On se fixe deux éléments, z et y, de W.
Lorsque &5 et £, sont définis, pour tout ¢ € D(G/H) on a mh(p)(&F) € I_y et
Pexpression (m}(¢)€S,€%,)r_, 17, a un sens et permet de définir une distribution

notée ©TY" (ou plus simplement ©%Y quand il n'y a pas d’ambiguité) par

@f\’y(go) = <7T3\(90)§§7 gg))LAJI_,\

que nous nous proposons d’étudier.

On se donne une chambre de Weyl, C, de a relativement a A et C :=exp C.
On reprend les notations de (2.1). On se donne ¢» € D(H/M N H) et ¢ € D(C).
Grace a (2.1), on définit une fonction (¢, p) € D(G/H), a support dans Q,,(C),
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par:

Y (¢, p)(hwaH) = (h)p(a) sihe H, a€C,
= 0sigH ¢ Q,(C)

On se fixe Xy € —C' et on note a; = exp tXy, t > 0. On définit pour ¢ > 0,
¢ € D(C) par:
Va €C, pi(la) = ¢(aa) siaa; € C,

= 0 sinon.

On pose: D} := O (1), ¢y).
SizeW,pour ¢ =1,..., [, on note 7, ., la fonction définie sur G par:

Vg € G, ni.(9) = (mi(g)vi, mi(2)vi)

!
qui est continue. On rappelle que A — p = Z)\i,ui. Alors pour R(\ — p) At-
i=1
dominant la fonction 7, , sur G définie par:

7

l
VQEG, 77>\z H|77@z

est un élément de C_, C 1.
On a un théoreme analogue au théoreme 1 de [7]:

Théoreme 1. On se five w, x et z € W. On suppose que C' = —zC'p. Soient

Xo € —C et ap =exptXy. Soient v € D(H/HN M), ¢ € D(C). Pour \ tel que

R\ — p) est strictement AT - dominant on a (avec les notations du §2 et du §3:
lim_a; "7 () (v, 9))&5 = Cauy.”

t——+o0

avec

uyt = {fH/HmM Je ¥(h)p(a)a=**m) (hwa)ny .dhda st zzt e Wy,
’ 0 sinon.

Les convergences ont lieu dans I_y .

Le schéma de la démonstration de ce théoreme est le méme que celui du
théoreme 1 de [7], on va appliquer le lemme 3 de [7] a:

fi = ("7 (@8 (4, 9))EST € 1.

On note A™9 := {expX : X € a, Va € A, o(X) # 0} et R, 'algebre a élément
unité des fonctions sur A", engendrée par les fonctions (1 — ua®*)™', a® on
a€zA" et u e C avec |u|=1.

Comme M NH n’est pas compact, il nous faut étre plus précis que dans [7], preuve
de la proposition 4.
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Lemme 3. (i) Soient ( Z1,...,7Z5) une base de b et (Vi,...,V,) une base
de m* N, ot b, = Ad(w™)h. Soient X € g et Y sa projection dans a
relativement a la décomposition g = b, & a B n, ou n, := Ad(z)(n). Alors il
eviste Ty,...,Tr, V1,..., Vs € R, tels que:

Vae A, X =) 7(a)Vi+ > vi(a) Ad(a)(Z;) + Y.
i=1 =1
(ii) Pour tout a élément de A™9 on a:

g=(m*Nph,) ®ad®Ad(a)h

Démonstration.

(i)Onag=bh,dadn, et gc = (hy)c Dac D n.c. De plus m est inclus dans b,
Il est clair que (i) est vérifié si X € a. Si X € b, il secrit X = X; + X5 ou
X, emtnp, et Xo€mcCh.

Par linéarité et en complexifiant, il reste a démontrer (i) pour X € g& ou a décrit
les éléments de zA™*(gc,jc) ol z est un représentant de z qui normalise jc. On
note ¢’ := Ad(w™") oo o Ad(w). C’est une involution de g dont l’ensemble des
points fixes est by, .

Si X €gona:

o'(X) = Ad(w™!

En particulier si X € g&, comme o(X) est un élément de g&*, on a:
o(X) =1t,7%(X).
Mais, d’apres le lemme 1 (i), ¢, = t,,' € H, donc:
o(X)=tlo(X).
Posons Z =X +o0(X) €hc et V=X +0'(X) € (hy)c, alors

Ad(a)Z = a“X +a “0(X)

et
V=X +20(X),
donc ] ja g
a
X = — w Ad(a)Z.
1 —t&a? 1 —tea? (a)

Or d’apres le lemme 1 (i) t2 = e, donc (t%)? = 1. En décomposant V dans la
base (V;) et Z dans la base (Z;), on obtient (i).

(i) On a d’apres (i), g = (mt Nb,) +a+ Ad(a)h. Montrons que cette somme est
directe. En effet il suffit de montrer que les deux membres ont méme dimension.
Comme w normalise m*, m*t Nph, = Ad(w)(mt Nh). De plus, si pour chaque
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o € Af; (cf. §2.1), on choisit un élément non nul X, € g%, et si on note
Yo, = X, + 0(X,), la famille d’éléments (Y,) .o+ forme une base de (m*Nh)c.

Il en résulte que dimm* Nh = dimn. Ceci joint & I'égalité g = h @ a ® n donne:
dim g = dim(m* N b,) + dim a + dim Ad(a)b.

Ceci acheve la démonstration du lemme. ]

Proposition 2.  Avec les notations du §3.2, si D € U(g), il existe p € N*,
U,...,U, e U®W), Yi,....Y, € U(a), ¥1,...,¢, € DIH/HN M), p1,...,0, €
R, tels que:

Vi € D(H/HN M), Yo € D(C),

Lp®“ (1, ©) Z<I> (i(Lu,¥), i Ly,p))-

Démonstration. Un argument de récurrence sur le degré de D et le lemme 3 de
[7], montre qu'il suffit de démontrer la proposition pour D € g. Soit X € g. Il est
clair que Lx®" (1), ) est nulle en dehors de ,,(C). Soient (X7,..., X;) une base
de a et (Xiy41,...,X,) une base de b, & (Ad(2))n, alors pour tout i € {1,...,n},
il existe vy,...,v, € E(H) tels que pour tout h € H

Ad((hw) )X = 3 vi(h) X, + i vi(h)X

i=1 i=l+1

On se fixe une base (Vi,...,V,) de m* Nh,, comme dans le lemme 2, et en
appliquant ce dernier aux Xj;, on en déduit qu’il existe ¢; ; € R, tels que:

Vae A" Vhe H, Ad((hw)™)X = V(h, a)+Y(h) + Ad(a)Z(h, a),

ou
Viha) = 3 S g s(a)V; € mé (e,
i=l4+1 j=1
I
Y(h):= Zyi(h)Xi € ac,
i=1

Z(h, a) Gif](c.

Mais comme Ad((hw) )X € g, on a, d’apres le lemme 2 (ii):

ZZVZ SOZ] Vem mhwa

i=14+1j=1
= zl: vi(h)X; € a, (3.1)
Z(h,a) EZZI)l.
Pour tout m € H N M, on a alors:

Ad((hmw) ™)X =V (hm,a) + Y (hm) + Ad(a)Z(hm, a). (3.2)
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Mais Ad((hmw) ™)X = Ad(w™'m™'w)(V(h,a) + Y (h) + Ad(a)Z(h,a)). Or w
normalise H N M et w™'mw commute & a (cf. lemme 1 (ii)). Donc:
Ad(w ™ 'm™w)V (h,a) € Ad(w™'m™ w)(m* Nh,) =m*Nh,
Ad(w'm 'w)Y(h) =Y (h) €a (3.3)
Ad(w™'m™'w) Ad(a)Z(h,a) = Ad(a)(Ad(w'm~w)Z(h,a)) € Ad(a)(b).

11 découle de (3.1), (3.2) et (3.3) et du lemme 2 (ii) que:

Ad(hmw)V (hm,a) = Ad(hw)V (h, a)

Y (hm) = ¥ (1) (3.4)
Z(hm,a) = Ad(w™'m " 'w)Z(h, a).

Comme Z(h,a) € b et ®¥ est invariante a droite par H on a:
Lad(hwayz(n, )@ (hwaH) = 0,
et par conséquent on obtient:
Lx®*(hwaH) = Ladhw)v(ha)®" (hwaH) + 1 (h) Ly ha)e(a). (3.5)

Soit (¢) une base de R, alors 'expression de V(h,a) dans (3.1) devient:

=SS hn(a)V; (36)

i=1keT

ot les v;  sont des éléments de £(H) et Z est un ensemble fini. Or pour tout
i=1,..., 7, Ad(hw)V; est élément de h. Ecrivant Ad(hw)V; dans la base (Z;),
on déduit de (3.6) qu’il existe des fonctions, 1, x, éléments de E(H) telles que:

dim b

Ad(hw)V (h,a) = > > lzu k(h)or(a)Zy. (3.7)

u=1 kel

Comme (Z;) est une base de b, il résulte de (3.4) et (3.7) que pour tout i =
, dim b, et pour tout me HNM et a € A" on a:

Z 1/}2 hm (bk‘ Z 1/}2

kel keZ

Mais (¢x) est une base de R,. On en déduit que les fonctions @Z;, ; sont invariantes
a droite par H N M. De méme, comme (Y;) est une base de a, il découle de (3.1)
et (3.4) que les fonctions v;, ¢ = 1, ..., [, sont invariantes a droite par H N M.
Donc ceci joint & (3.7) montre que (3.5) peut s’écrire sous la forme voulue:

p

Lx®"(hwaH) =Y 0" (¥u(Lz ), pu(Ly;p))(hwaH)

u=1

avec p € N*, o, e E(H/HN M), v, € R., Z!, € h et Y. € a. La proposition en
résulte. [ ]

On note N :=6(N).
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Lemme 4.  On rappelle que z € W, Xy € zCp et a; := exp(tXy). Soit
u € NK(CL) .

Si g est un élément de G tel que g = znuman, avec n € §(N), u € Ng(a), m €
M, a € A et n € N, il existe tg > 0 tel que pour tout t > ty, a,g € HzuP.

Démonstration. On pose X} := 27'Xy, € Cp et a, := exp(tX]). Si g est
comme dans 1'énoncé, on a: a;g = za,na ,u(uta,u)man. Comme u'a,u est
élément de A on a: a;g € za;na’ ,uP. Puisque X, € Cp, ajna’, tend vers e
lorsque t tend vers +o0o. Donc on a:

lim zd'nd ,u= zu. 3.8
t t

t—-4o0

Mais HzuP est un ouvert de G/P contenant zuP, donc il existe ¢ty > 0 tel que

pour tout t > ty, za;na’ , € HzuP, donc a;g € HzuP. |
Le fait suivant est immédiat: Si u € Ng(a) alors pour tout i € {1,...,1}

on a:
upi (271 Xo) < iz Xo). (3.9)

Si de plus uw & M, il existe p € {1,...,1} tel que:

uptp(27 Xo) < (271 Xo).

Lemme 5.  Pour tout i € {1,...,1}, il existe C; > 0 tel que:
Vg e G, Vit =0,]a; Mei(ag)| < Ci | milg)vi |

Démonstration. Pourtout ¢ € {1,...,l}, u; s’écrit Z U, OU J; est une famille
acd;
finie d’éléments de a* et v, sont des vecteurs non nuls de poids «. En utilisant

la définition de ¢; et du produit scalaire sur V; (voir §2.2) on a

a;z“iéfi(atg) =a, " (mi(awg)vi, ug) = a; M Z ag (mi(g)vi, va),
a€Jd;

d’ou on en déduit:

| ay #eiang) 1< D0 ai ™ (| mig)vi |ll] va |l (3.10)
acd;

Comme 2z 'X, € Cp et tout poids z7lar de 7; est de la forme z7'a = p; —

Y pen+ ngf ot ng € N, on a a7 < 1. Cela et (3.9) donnent:

| ar ™ ei(arg) < (D2 1 va ) [ milg)vi |l (3.11)
acd;
On pose C; = > || va || et le lemme en résulte. n

acJ;
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Lemme 6. On conserve les hypotheses du théoreme 1.
(i) Pour tout g € G on a:

lim_a; " (w0 )gg)(g) = { 0) o1 22 W

t—+00 0 SInon.

(ii) Si B est un sous-ensemble compact de G, il existe une constante Cp,
strictement positive, tel que:

Wb e B, Wt > 0,] a7 () (a-)E) () < Cs.

Démonstration. (i) On a: G = Uyen, (o) NwP. En translatant a gauche par
zwy et en utilisant woNwg ' = 6(N), on en dedult que: G = Uyeny(a) 20(N)uP.
Donc pour g € G, il existe n € O(N), m € M, a € A, n € N et u € Ng(a) tels
que g = znuman. On note X{, := 271X € Cp et a} := exptX] comme dans la
démonstration du lemme 3. Alors notant g; := za;na’ ,u, on a:

a;g = g)(u"taju)man
et, pour ¢ = 1,...,[, on voit, grace aux propriétés de ¢;, que:

eilarg) = ata;""e(gy).

Mais d’apres (3.8), g; tend vers zu quand ¢ tend vers +oo. Comme &;(zu) # 0
(cf. lemme 2 (iii), il découle des propriétés des e; rappelées au début de §2 :

ei(arg) ~ a'a;"e;(zu) quand t — +o0. (3.12)

En utilisant la définition de £ on a:

l
a7 O (a-)€5(0) = TT | ar *eilamg) [ Laep(mg) (3.13)

=1

Comme pour t assez grand, a;g € HzuP (voir lemme 3), ceci donne:

si HzuP # HxP, lim a; ANl (a_y)E8(g) = (3.14)

On rappelle que d’apres (3.9) on a, pour tout ¢ € {1,...,l} et u € Ng(a):
zpi(Xo) — zupi(Xo) = 0,

et si u € M, il existe p tel que:
2pp(Xo) — zup,(Xo) > 0.

Mais si 27! &€ Wy et HzuP = HxP on a uw ¢ M. D’olt on déduit de (3.10) et
(3.11) que dans ce cas:

lim_a; 77 (a-)€5(9) =

t——+o0
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Ceci joint a (3.12) montre que:

Jima; HAP (4 )E8(g) = 0 si w2t & Wy
On suppose maintenant que zz~' € Wy. Alors si u ¢ M, il découle de (3.9),
(3.10) et (3.11):
lim_a; "7 (a_)&5(g) = 0

Mais d’apres la définition de 7y, . (cf. début de 3.3), on voit facilement que:

M, = (znuman) Ha Hip

Or n;, e(u) = (m(u)vy,v;) et w ¢ M, d’ou il existe, d’apres (3.9), p € {1,...,p}
tel que up, < u,, auquel cas 1, .(u) = 0 (voir notre choix du produit scalaire §2).
Donc 7y, »(g) =0 comme désiré. Il reste a étudier le cas ou u € M. Dans ce cas,
d’apres (3.10), (3.11) et le lemme 1 (iii), on a:

(A—p)ﬂ_)\ a ' é‘)\ ]:[(l it

lim a,
t——+o0

Comme v; est M -invariant, il est clair que si w € M on a n; ,(znuman) = at
et 7y :(g) est bien égal au second membre de 1'égalité ci-dessus. Ceci acheve la

démonstration de (i).
l

(i) On a a; 74 (a_) &3 (b) = H | ay e (ad)

1=
lemme 4 qu’il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ > 0 et pour tout b € B on a:

A 1pep(ah), d’olt on déduit du

7z/\ e
| a; "7 (a) €S (D) |<CHH7r vy ||,

Or B est compact, d’ou il résulte de la continuité des m; qu’il existe Cg > 0 tel
que pour tout ¢ > 0 et pour tout b € B:

a0 (a-)E () < ©

Corollaire du lemme 5. (i) 3C,, , >0, Yk € K, Yh € supp ¢, Ya € supp ¢,
vt > 0,

| a; "7 (7 (hwaa_)€2) (k) |< Cy, .

(ii) Vk € K, Yh € supp ¢, Ya € supp ¢ on a:

{ 0 sizz b & Wy,

lim a, 2= p)( ™ (hwaa_)&5) (k) = (mh (hwa)ny, ) (k) sizz™t € Wy.

t——+o0

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du lemme 7 de [7]. =
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Lemme 7. (i) Si p est un élément de R, la famille de fonctions a — p(aa_;)
converge simplement sur C quand t tend vers +o0o. De plus, il existe C, , > 0
tel que:

Va € supp ¢, Vt >0, | plaa_y) |[< Cy, o.

(ii) Pour tout a € C, avec les notations du §2.4, on a:

. —2z —2z
lim a, D, (aa_;) = a” “**.
=00 t w( t)

(ili) 3Cy, » > 0 tel que:
Ya € supp o, ¥t >0, | a;  Dy(aa_;) |< Cyp. o

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du lemme 8 de [7]. =

On procede de la méme fagon que la fin de démonstration du théoreme 1
de [7], p. 326, en utilisant les lemmes 5 et 6 au lieu des lemmes 7 et 8 de [7], pour
terminer la démonstration du théoreme 1. [ ]

4. Intégrales d’entrelacement

On rappelle que P est un sous-groupe parabolique of-stable minimal et P =
MAN est sa o-décomposition de Langlands.

Si w € Nk(a) on normalise la mesure de Haar de N Nw~'Nw comme dans [18],
§2. Cette mesure sera notée dv. On note S(w) := At N (—w tA"). On sait qu’il
existe une constante ¢ telle que si on note :

D(w) :=={X € ag : Yo € S(w), Re(\, a) > c},

pour tout A € D(w), = € G, et f € I, I'intégrale /7 1 f(zwv)dv converge
Now=1Nw
absolument. La relation

Alw, V(D)= [ flawo)de
NNnw—INw
définit un élément A(w, A)(f) de I,y. De plus, 'opérateur A(w, A) ainsi défini,
entrelace les représentations m et m,, de G, d’ou le nom d’intégrale d’entrelace-
ment qui lui est donné (cf. [18], formules 1.7, 1.9 et [27], lemme 10.1.2), voir aussi
[6], proposition 1. On désigne par A’(w, A) le transposé de A(w, ).

Remarque 3. Comme les éléments de I sont invariants a droite par M, les
intégrales d’entrelacement ne dépendent que de la classe de w dans W'.

On rappelle que les intégrales d’entrelacement vérifient des propriétés de dualité
et 'on a d’apres (cf. [18], prop.7.8(iii)) et la continuité des A:

Alw, N |1, = Alw™", —w)). (4.1)

Rappelons que I'on a un isomorphisme 7" — T (resp. T — T_y) de (I]) sur
I'=D'(K/KNM) (voir §3).
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Si w € W on note ¢, € D'(K/K N M) la distribution de Dirac en w(K NM). On
notera 9 au lieu de (J,)_».
SiweW et A€ ai tel que Re(A — p) est strictement AT -dominant on a:

A'(wy, )\)5“}0)‘ =1 2 (4.2)

Zwo

La démonstration est identique a celle de ([7], lemme 11).
En utilisant la propriété d’entrelacement de A’(wg, A) et la définition de uy" [ (cf.
théoreme 1) on obtient:

uq;\” " = A'(wy, Moy, (4.3)

z

ol vy, = / /w a7 (hw)st  dadh si zz~! € Wy et 0 sinon.
H/HNM
On rappelle qu’il existe une constante ¢y tel que pour tout f € L*(K/K N M) on

| /K/KnM flkydk =co 37 /H f(k(hy))a(hy) > dh, (4.4)

e H/HOM

ou k(h) (resp. a(h)) désigne la projection sur K (resp. A) par rapport a la
décomposition G = Kexp(m N p)AN (cf. [21], lemme 1.3). Alors vy’ est un
élément de I_,,» et si zz=! € Wy on a:

vy S (hwzwy) = /gp =+ da)y(h) pour tout h € H,
vy (g9) =0sig §Z HwzwyP (4.5)

(la démonstration est identique a celle de [7], lemme 12).
On se fixe W (cf. §2) et on note V := C". Pour \ tel que Re(A — p) est
strictement A*-dominant, on note:

JjA) V=1,
(M) wew Z Nwéy -

weWw

Alors la fonction A — j(A) € Hom(V,D'(K/K N M)), initialement définie pour
A tel que Re(\ — p) est strictement A'-dominant, se prolonge en une fonction
méromorphe sur af (cf. [1], th 5.10). On rappelle que pour tout w élément de
W, il existe un endomorphisme de V, B(w™!, \), méromorphe en \ tel que I'on
ait I'identité de fonctions méromorphes sur ag :

A'(w, N)j(wA) =37(A)B(w™, w)) (4.6)

(cf. [1], proposition 6.1). Pour tout z € W, on désigne par Z son représentant
dans W. En écrivant B(w™!, w)) dans la base canonique de C"V, on a alors:

Ve e W, A(w, N, =Y By #(w™', wh)E. (4.7)
yeW

On se place en un point A ou toutes les fonctions méromorphes qui interviendront
sont définies. Alors pour tout u, v € W tels que l(uv) = l(u) + [(v), ou I(u) est
la longueur de u relativement & A™, on a:

A'(v, V) A (u, v\) = A'(uv, N) (4.8)
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ceci par tranposition des propriétés des intégrales d’entrelacement (cf. [18], prop.
7.8). Pour un tel A\ et pour tout w élément de W on a aussi:

A(w™, wA)A(w, \) =n,(N)Id (4.9)

ol 7y,(.) est une fonction méromorphe & valeurs dans C (cf. [18], proposition 7.3).
En utilisant (4.6) et (4.8), on en déduit que:

Pour tout u, v € W tels que l(uv)= l(u)+l(v) on a l’égalité de fonctions méro-
morphes en \:

B(u,v\)B(v, \) = B(uv, \). (4.10)

De méme (4.6) et (4.9) donnent:
Pour un tel X et pour tout w élément de W on a:

B(w™", wA)B(w, \) = n,(\)Id. (4.11)
D’apres [6], prop. T:

B est holomorphe en dehors d'une famille

localement finie d'hyperplans. (4.12)

5. Etude des restrictions des distributions O} ¥ a HA™9wH

On note g = (Nh) @i(tNqg)di(pNh) ® (pNgq) le dual riemannien de g.
On a une décomposition de Cartan g¢ = € @ p? ot ¥4 = (ENbH) Di(pNh) et
pl=itNq) @ (pna).

On note GY (resp. K?) le sous-groupe analytique de G¢ d’algebre de Lie g? (resp.
t4). Alors a est un sous-espace abélien maximal dans p?. Comme g& = gc, le
systeéme de racines de a dans g¢ est égal & A := A(g, a) et son groupe de Weyl
est égal a W .

Le lemme suivant est standard (cf. [28], ch. 1, lemme 6.A).

Lemme 8.  Si E est un espace vectoriel compleze de dimension finie et {H;}icr

est une famille localement finie d’hyperplans alors E'\ (U H;) est un ouvert dense
el

et connexe par arc dans E. [ ]

On se fixe des éléments x,y,w et z de W. On note aussi, w, un représentant de

w dans Ng(a) et C, = exp(—zCp). On note L le semi-groupe additif engendré
par ¥ et LT := L\ {0}. On pose

aci=a\ (U kU U wls),

keW, pelL+ s, teW, velLt

ou

1
ou = A€ at s (\p) = ()} et (s, t) = {A € az | sA—tA = v}

On désigne par (ap)™, lensemble des éléments réguliers de af, c’est a dire
(afp)™ :={X € a; : (\,a) # 0 Va € A}. Soit, H, une famille localement finie
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d’hyperplans en dehors de laquelle &5 et £, sont holomorphes (cf. [21], th. 5.1).
On note *ag?(x, y) l'intersection du complémentaire de H avec *ac(z,y)N(ag)™.
Comme la famille {ko,, 7(s,t)}k, s, tew} est une famille localement finie d’hyper-
plans (cf. [11], p. 150), *ar?(z,y) est le complémentaire dans ag d’une famille
localement finie d’hyperplans. Donc d’apres le lemme précédent *ag?(z,y) est un
ouvert dense et connexe. On note D(G/H) 'algebre des opérateurs différentiels
G-invariants sur G/H. Si T est une distribution H -invariante de D'(G/H) telle

que pour tout D € D(G/H) on ait:
DT = 4(D)(-\T

ol A € *ag?(z, y) et v est 'homomorphisme de Harish-Chandra de G/H relatif
a a (qui est maximal abélien dans p? puisque G/H est déployé), alors T est
une fonction analytique sur l'ensemble des éléments réguliers de G/H (cf. [12],
th. 4.2 ou [24], th. 10.5). On a D(G/H) ~ U(g)"/(U(g)b N U(g)?) (cf. [1],
lemme 2.1). Comme gc (resp. hc) est le complexifié de g¢ (resp. ) et g
(resp. h), on a aussi D(G?/K?) ~ U(g)"/(U(g)h N U(g)"). Donc D(G?/K?) ~
D(G/H). Pour tout D € D(G/H), on notera D?, I'élément de D(G4/K?) qui
lui correspond dans cet isomorphisme et D¢ (resp. D) l'opérateur différentiel
analytique complexe sur G¢/He défini & partir de D (resp. D?). L’opérateur
D¢ est construit comme suit: on prend un élément D € U(g)" tel que D = Rp.
Alors Rp agit comme un opérateur différentiel analytique complexe sur le faisceau
des fonctions holomorphes sur G¢/Hc et on prend D¢ égal a cet opérateur (il ne
dépend pas du choix de D). On fait de méme pour D?. Clairement on a:

D¢ = DE.

Le fait que a est un sous-espace abélien maximal dans q et dans p? montre que
pour tout D € D(G/H) on a :

(D) = 7D

ot 4¢ est 'homomorphisme de Harish-Chandra de G¢/K? relatif & a (cela peut
étre pris comme définition de 7).

On désigne par Ac (resp. A, A?) le sous -ensemble de Cartan de G¢/Hc (resp.
G/H, GY/K?) correspondant & ac (resp. a) (cf. début de §2.3). On note:

I,A(C = {gH(c e Ac : det(l - Ad(ga<g)71))‘[a<c7 gc) 7£ O}’
'A = {gH € A:det(1—Ad(g0o(9)™"))|jag # 0,
‘AT = {gK? e A" det(1 — Ad(90(9) ™)) a9 # O}

On note M := {go(g7') : g € G¢}. On sait d’apres [22], lemme 1, que M est
une sous-variété fermée de G¢. En outre, Papplication ¢, définie sur G¢/Hc a
valeurs dans M par ¢(gHc) = go(g™'), est un difféomorphisme (cf. [22], §1).
Comme ¢(Ac) = expac (cf. [22], lemme 8), l'espace tangent a Ac s’identifie
naturellement & ac, en associant a tout = € Ac et X € ac, le vecteur tangent
a la courbe t — exp(tX)xz. Ainsi, tout X € ac, définit un champ de vecteurs
holomorphe sur Ac, et U(a) s’identifie & une algebre d’opérateurs différentiels
analytiques complexes sur Ac. Comme wHc est un élément de Ac, il existe
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h € He, X,Y € a tels que w = exp(Y +iX)h. Mais p(wHc) = t,-1 est élément
de exp(ia) (cf. lemme 1). D’autre part, p(wHc) = exp(2Y + 2iX). Donc on a
exp2Y € expia, soit encore Y = 0. Alors on a:

ty-1 = exp(2iX)etw = exp(iX)h. (5.1)

On sait d’apres [12], p. 26 et 27, qu'il existe une application dc de D(G/H) dans
I’algebre des opérateurs différentiels analytiques complexes sur 'A¢ telle que, pour
tout D € D(G/H), lopérateur différentiel dc(D) est une composante radiale
de D¢ sur 'Ag, et par restriction a ‘A (resp. 'A?), Popérateur D¢ définit un
opérateur analytique réel, §(D) (resp. 6%(D?)), qui est une composante radiale
de D (resp. D%) sur "A (resp. "A%). On écrit abusivement, §(D) = dc(D);a et
64(D?) = d¢(D)pge. On garde les notations du §2.1, et on note ag? := {Z €
ac : Va € A,a(Z) # 0}. Comme 'application X +— exp(X)Hc¢ définie sur ac a
valeurs dans Ac est submersive et ag? est un ouvert de ac, exp(agc?)He est un
ouvert de Ac. Comme exp(ac?)Hc est inclus dans 'ouvert 'Ac, exp(ag?)Hc est
un ouvert de "A¢. Pour av € A, on définit 'application g, sur exp(ag?)He par:

ga(b) = (p(b)* —1)7".

En particulier, on a:
Va € C., go(awHc) = (t2-1a** —1)7* (5.2)

On note R* I'anneau des fonctions holomorphes sur exp(ag?)Hc engendré par les
Ja, @ € —zA". On va donner une expression de 6(D)c.,u en fonction de (D)
et des éléments de U(a).

11 découle du lemme 26 de [15], qu'il existe u; € U(a) de degré strictement inférieur
aceluide D, g, € R, 1=1,...,r, tels que:

VD € D(G/H),5% D) c.xa =€ oy(D)oe * + > e*oguoe ™ (53)

1<i<r

(ici on a noté de méme g; la restriction de g; & C.K?). Si u € U(a), e ouoe "
est encore élément de U(a). Comme les éléments de R sont holomorphes sur
exp(ag?)He, qui est un ouvert connexe de "Ac, et dc(D) est analytique complexe
sur 'Ac, on déduit de (5.3) que:

VD € D(G/H), 0c(D)jexp(aeoyne = € 0y(D)oe™ + 3 ga, (5:4)

1<i<r

ou u; = e*’ ou; 0e *. Comme C,wH est un ouvert de "A N (exp(ag?)Hc), on
déduit de (5.4) que:

VD € D(G/H),5(D)ic.wnr = € "oy(D)oe’ + > g, (5.5)

1<i<r

ol g; est la restriction de ¢g; a C,wH . En particulier, si on note w le Casimir de
g (vu comme élément de D(G/H)), on a d’apres [11], prop. 4.2.1:

5(&))\@sz =e"o V(W) oe P+ Z magozHom (56)

ac—zA*
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ou H, est I'édlément de a tel que pour tout X € a, (H,, X) = a(X), et
m, = dim g®. On note

BE(Cow, \) := {f € E(C.owH) : §(D)f = ~(D)(\)f, VD € D(G/H)}.

Comme dans [11], prop. 4.1.8, en utilisant (5.5) d’une part et (5.6) (pour l'ellip-
ticité de 0(w)jc.wm) on voit que:

dim E(C.w, \) < |W]. (5.7)

On note ac(z) := ag \ |J —20,. On introduit des fonctions rationnelles a,,
peLT
p € L, sur af. par la relation de récurrence: ag(A) =1 et

(s 1) + 2z, A))an(A)
= -2 > R ma (A + zp + 2ka + zp, wa)a, op-1a(N).  (5.8)

ac—zAtT
k>1,u+2kz—lacL

! I
Sip=> mna; (n; eNet oy €X), onpose m(p) =Y n.
i=1

i=1
Proposition 3.  Pour X\ € ac(z), a € C,, on note formellement:

O(Cow, N\, awH) = (14 Y a,(N)a™).

peL+

(i) Pour tout sous-ensemble compact de ac(z), A, il existe C >0 et d >0
tels que:

Y € LY, VA € A, |a, ()| < Cm(p)®.

(ii) la série ®(C,w, \,awH) est absolument convergente pour \ € ac(z) et
a € C,. De plus il existe ¢ >0, M > 0 tels que:

VY € —2CpVa € X, —za(Y) >e= Y la,(\)|eY) < M.

peLt

(iii) ®(C.w,.,.) est une fonction C* sur ac(z) x C,wH et pour tout a € C,
(resp. A € ac(z)), ®(C.w,\, awH) est holomorphe en A (resp. analytique en
awH ).

(iv) ®(C,w, A, -) est une famille de distributions sur C,wH holomorphe.

(v) Si A€ *fag?, (P(Cow, ul,-))uew est une base de E(C,w, \).

Démonstration.

(i) Comme pour tout o € A, [t2_,| = 1, la démonstration est la méme que celle
du corollaire 4.3.6 de [11].

Comme dans [11], prop. 4.3.7, (ii) et (iii) se déduisent de (i).

(iv) On sait que si 2 et M sont deux variétés C>, C>*°(Qx M) et C>*(Q, C>(M))
sont isomorphes. Si de plus €2 a une structure analytique complexe, en utilisant les
équations de Cauchy-Riemann, le sous-espace de C*°(£2 x M) formé des fonctions
holomorphes en la premiére variable correspond, via l'isomophisme ci-dessus, au
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sous-espace de C'®(§, C°°(M)) formé des fonctions holomorphes sur € a valeurs
dans C*°(M). Ceci et (iii), montrent que lorsque Q = ac(z) et M = C,wH,
la famille des fonctions C* sur C,wH, ®(C,w, A,-), est holomorphe. Grace au
plongement continu de C*°(Q, C*(C,wH) dans D'(C,wH), ®(C,w, A, -) est aussi
une famille de distributions holomorphe.

(v) Avec le méme argument que celui [11], prop. 4.3.7, on vérifie que pour A € *ag?
et u € W, ®C,w,ul,-) est élément de E(C,w,\). Montrons que la famille
O(C,w,uM,-), u € W, est libre. Soit Y € —zCp tel que pour tout u,v € L,
u,v € W, (uh+ zu)(Y) # (vA + zv)(Y) (ceci est possible car si A € *ag?,
uX + zp # v\ + zv). On déduit de (i) que les séries ®(C,w,uX, exp(tY)wH)
sont uniformément convergentes en ¢ sur [1,+oo[. Par conséquent, l'existence
des nombres complexes non tous nuls tels que > a,P(C.w,ul, exp(tY)wH) =0

ucW
contredit le lemme 4.4.2 de [11]. Donc la famille ®(C,w,u\,-), u € W, est libre.
Ceci joint a (5.7) acheve la démonstration de (v). n

Dans toute la suite de l'article on notera C, := exp(—zCp). On rappelle
que Xg € —2Cp et a; = exptX.

Lemme 9.  Soit A € *ag?, alors pour tout w € W, a € C, on a:

tli1+n (aa_y)"*®(C.w, —ul, aa_wH) =1,

et il existe C' >0, t; > 0 tels que

Va € C., Vt > t1, | (aa_)"* *®(Cow, —ul, aa_ywH) |< C.

Démonstration. Comme X, € zCp, on a:

tllinoo Iﬁnelg{zﬁ(th)} = +00. (5.9)
Il en résulte que:
Vo >0, 3ty >0, Vt > 11, Va € X, za(tXy) > 9. (5.10)

On a d’apres la proposition 3 (ii) :

de >0, M >0, VY € —zCp, Va € X,
—za(Y)>e= Y |au(—u)) | e < M. (5.11)

ueLT
(5.10) et (5.11) montrent en particulier qu'il existe M > 0 et ¢; > 0 tels que
vt > t,, D(t) < M. (5.12)

o D(t) := Y |au(—ul) | e~*(X0) On peut écrire D(2t) sous la forme
neLt

D(Qt) = Z | au(—u)\) | e~ 2 (tXo0) ,—2zu(tXo)

peL+
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Donc, si on note pg := meig{za(Xo)} >0,ona:
«

Vt > 0,0 < D(2t) < D(t)e . (5.13)

D’apres (5.12) D(t) est borné pour t > t;, donc (5.5) donne:

tiiinooD(t) = 0. (5.14)
Comme pour tout a € C,:
| 1 — (aa_,)"* " ®(Cow, —u), aa_,wH) |< D(t), (5.15)

il résulte de (5.14) et (5.15) que lim;_ o (aa_;)"* *°®(C.w, —u), aa_ywH) = 1.
Puisque D(t) est bornée pour ¢ > t;, la seconde assertion du lemme découle de

(5.15). D’ou le lemme. u
Proposition 4. On conserve les notations du §5. Alors on a :
(i) Pour toute fonction x € D(G/H) la fonction X — O3 Y(x) est holomorphe

x* reg

sur *ag?(z, y).
(ii) VA € *ag?(x, y), VD € D(G/H),

DO ¥ = 5(D)(~\)65 "
(iii) Soit A € *ag?(x, y) et w € W. Il existe des nombres complexes
co(z, y, Coy w, —A), pourxz, ye W
(ou Wy \W ), u, z€ W, tels que:
Va € C,, ©F Y(awH) = Y culz, y, Coy u, —N)P(Cow, —ul, awH).

ueWw

Ces nombres complexes sont uniques.
(iv) Les fonctions X\ — cy(z, y, C., u, —A\) sont holomorphes sur *ag?(z, y).

Démonstration.
(i) Soit x € D(G/H). On l'identifie & un élément de £(G) invariant a droite par
H. Pour tout u, v éléments de *ag?(x, y), on note

Alp, v) = (7, ()T (€N D) pr(56) -

* Teg * Teg

Prouvons '’holomorphie séparée de A(u, v) dans *ag”?(z, y) X *ag?(x, y). Fixons
1€ *ai?(x, y). Comme la fonction v — &Y est holomorphe de *af?(z, y) dans
D'(K) et (m,(x)§;) € D(K) (cf. §3), il en résulte que A(u, v) est holomorphe dans
*ag?(x, y) en v. Fixons maintenant v € *ag?(z, y) et montrons que A(u, v)
est holomorphe en u sur *ac?(z, y). Il suffit de voir que p +— (7, (x)&5) est
holomorphe de “ac?(x, y) dans D(K) ou ce qui revient au méme que p — 7, (x)&7
est holomorphe de *ag?(z, y) dans £(G). Mais I'holomorphie faible implique

I'holomorphie (cf. [4], §3.3.1). Soit T' € £'(G) on a:

(m.()EL Te), ey = x*&Tew), o
= (&L, X *T)p(q), )



448 TINFOU

Or p+ & est holomorphe de *ac?(z, y) dans D'(G), donc faiblement holomor-
phe, d’ou le résultat voulu. L’holomorphie séparée de A(y, v) en résulte. Mais
toute fonction séparément holomorphe est holomorphe. Par restriction a la diag-
onale, il en résulte que A € *ag?(z, y) — O} Y(x) est holomorphe.

(i) Comme &% est propre sous l'action de U(g)? ( cf. [21], théoreme 5.1), on a
(ii).

(iii) découle de (ii) et de la proposition 3 (v).

(iv) Fixons z et w € W. Soit Ay € *ag?(x, y). Les ®(C,w, —uXg), u € W,
sont linéairement indépendants comme fonctions C* sur C,wH , donc également
comme distributions sur C,wH (ici on identifie les fonctions C*° a des distribu-
tions grace a la mesure de la remarque 2). Alors il existe une famille (p,),ew
d’éléments de D(C,wH) telle que det(P(C,, —ulo), Yu)u, » # 0. On se fixe un
voisinage ouvert de Ao, V),, dans *ag?(z, y), tel que det(P(C., —ulN), u)u, v
(qui est holomorphe d’apres la proposition 3 (iv)) soit nonnul pour A € V). Soit

v eDH/HNM) tel que / Y( h)dh = 1. Avec les notations de §3. 2, pour
H/HAM

C = exp(—w™'2Cp) on a, d’aprés la remarque 2 et 'assertion qui la précae, pour
tout A € *ag?(x, y) et tout v € W:

<@§7 , (I)w(qvbv @v» = <@§7 , va>
ol B, est I'élément de D(C) définit par P,(a) = Cg'Dy(a) ', (waH) et 5 Y
est la restriction de ©) Y (regardée comme fonction analytique sur les éléments
réguliers de G/H) a C,wH. Donc O3 Y(p,) est holomorphe en A\ € *ag?(z, y)
grace a (i). D’apres (ii) on a aussi:

<é§7 ya@v) = Z Cw(l‘v Y, CZ7 u, _)\)<q)(czw7 _U')‘)7S0v>

ueW

Comme toutes les fonctions de A figurant dans ce systeme d’équations sont holo-

morphes sur V), il en va de méme pour tous les c,(x, y, C,, u, —\), puisque
det(®(C,w, —ul), Yy)y, » ne s’annule pas sur V). Ceci prouve (iv). n

Théoreme 2.  Pour u € W, on note u, l'unique élément de W tel que u €
Wyu. Soient x, y, z éléments de W et a € C, = exp(—zCp). Pour \ €

*ac?(x, y) ona: Ya€C,,

Oy Y(awH) = ) ij(z_lu, N) Bzs 5(woz ™ tu, —\)®(Cw, —ul, awH).
ueW
Nous commencons la démonstration du théoreme 2. Avec une démonstra-
tion similaire & celle du lemme 18 de [7] (en conservant les notations du §3, avec
C =C, et en tenant compte des ®}; et également de la présence de waH dans la
formule intégrale précédant la remarque 2 et celle de awH dans la définition des

O(C,w, A,.))ona:

Lemme 10.  Awvec les notations de la proposition 4 et du théoréme 2, on a pour
tout X € *ag?(z, y):

o1
cule, v, oo =) = { e oleo TA) e € W,
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Lemme 11.  Avec les notations du lemme 9, on a, pour A €* ag?(z, y) et

uelW :
cw(x, y, C,, u, —=\) =B

— (27w, N)Bzmg, glwez'u, —A)

Démonstration. Soit A € *ag?(x, y) tel que Re(A — p) est strictement AT-
dominant. Soient v € W et f e D(G/H).

Calculons R := (7/_1,(f)A (v, v\, A (v, —U*IA)63A>1_U_1A7 (I, 1)
D’apres (4.7), on a:

Ao, v"INE =Y Boz(v™h, NE-,

seWw
et
Al(v, =o'\, =D By 5(v7h, =A)E oy
tew
On en déduit que
R= 3 B.zw™ NB, gz, =N, (f). (5.16)

s, teW
D’autre part, en utilisant les propriétés d’entrelacement, on a:
R = (A (v, vTINT(FER, A'(v, — vTINE)

car A'(v, v™'\) entrelace 7} et 7/ _1,. Or 7\ (f)&F est un élément de I_y, donc
d’apres la remarque 4 on a:

R = <A(U717 _)‘)W;\<f>£§7 AI<U7 - Uﬁl)\)ggk>

et par transposition, on obtient:

R = (A(v,— v'N)A(v, =Ty (f)EX, €,)

Mais d’apres (4.9) on a A(v,— v *A)A(v™!, —=\) = n,-1(=A)Id. Finalement on
obtient

R = 5 (=065 “(f). (5.17)
En comparant (5.16) et (5.17) on en déduit que
M- (=0T Y = 3" By z(v7h NBy p(v7h, —A)O0,. (5.18)
s, teEW

Utilisant (5.2) et expression de ©7 ¥ dans la proposition 4, on en déduit :

nv—1<_)‘>cw<x7 Y, CZ7 u, _)‘> = Z BL‘% f<vilv )‘>Bt, §<U717 _)\>
s, teW

-1
cuw(s, t, C,y uv, —v " A).
En particulier pour v = v~ 'z on a:

nz*1u<_)‘)cw<x7 Y, CZ7 u, _)\> = Z B& 5(’271“7 )\>Bt7 §<271u7 _)\)

s, teW
cw(s, t, Cuy 2, —2z tul). (5.19)
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Donc, d’apres le lemme 10, ceci donne

nzflu(_)\>cll)<x7 Y, CZ7 u, _)\>

= B— _(z7'u, A) Y Bagg, e(wo, —27 ') By, (27 u, ).
’ tew
(5.20)
On a:
> Bzag, t(wo, —2 'uN) By, 5(z tu, =)
tew
= (B(wo, —2z "uN)B(z  'u, —)))zws, 3- (5.21)
Mais I(wg) = l(woz"tu) + I(u='2). Donc d’apres (4.10) on a:
B(wy, —2z 'u)) = B(woz 'u, —\)B(u 'z, —z 1ul) (5.22)

D’autre part on a, d’apres (4.11):
Bu 'z, —z'uN)B(z 'y, =) =n,-1,(=A)1. (5.23)
Donc grace a (5.20), (5.21), (5.22) et apres simplification par 7,-1,, (5.19) devient:
co(®, y, Coy u, —A) = Bg-1,, T(z7 u, \)Bzms, y(woz 'u, —A).

Remarque 4.  Notre théoreme 2 permet de retrouver aisément d’une autre
maniére le théoréme 5.1 de [13].

6. Front d’onde, restrictions de distributions et matrice B

On note V :={u € af : Re(u — p) est AT — dominant}. Soient w, y € W. Avec
les notations du théoreme 1 et du §4, on pose

uy =y VY = Uy o €h s = e
Soient M une variété différentielle, T' € D'(M) et D un opérateur différentiel sur
M. On note WFE(T) le front d’onde de T' (voir Appendice A), op le symbole de
D (cf. [3], prop. 2.1) et 0 est la section nulle du fibré cotangent de M, T*M. On
suppose qu’il existe une constante Cp telle que DT = CpT, alors on a (cf. [17],
th. 8.3.1):
WFE(T) C{(z, §) e T"M\0:0op(x, £) =0} (6.1)

Théoréme 3. (i) Soient X € V et v € ai tel que &Y est défini. Pour tout
h € H, le produit des distributions (cf.[17], th. 8.2.10) ) (hwwg)n, et £¥ est bien
défini, ainsi que sa restriction a K.

(i) Il existe un ouvert connezxe dense, O, de af tel que pour (v,\) € O xV, le
produit des distributions €Y et )\ (wwgo)ny est bien défini, et est holomorphe en v.
(iii) Pour A € (—O)NV tel que B(wgy, —\) soit défini, ainsi que toutes les fonctions
méromorphes, en nombre fini, intervenant dans (4.7), pour la valeur —wo\ au lieu
de X\, on a:

Ba(wo, =) = (((mh (wwo)m)E¥ )k, 1k)-
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Démonstration.

(i) Soient A et v comme dans 1'énoncé. On note nY := w4 (W)Nxw, = T (Wwo)N .
Pour tout g élément de G, on identifie g et T,G en associant a X € g le vecteur
tangent en ¢ = 0 a la courbe dans G, t — gexptX. En identifiant g et g* a l'aide
de la forme de Killing B, T;G s’identifie naturellement a g. Si § est un élément
de T;G, on note X¢ I'élément de g correspondant a & dans cette identification.
Il n’est pas difficile de voir que:

VX €g, Vg, §) € T*G, oy (g, &) =1iB(X, X¢). (6.2)
En remarquant que pour tout fonction C'*° dans G, f, on a:

VX €9, (Lxf)(g) = —(Raa-1xf)(9)

On déduit de (6.2):
VX €g, V€€ TG, o, (g, §) = —iB(Ad(g )X, Xp). (6.3)

On note I' := {(g, §) € TG : £ # 0,VX € h,YY € m D adn,or,(g9,§) =
0,0r,(9,§) = 0}. Alors T" est un cone fermé de T*G \ 0. De plus d’apres
I'invariance a gauche sous H de &Y et sa covariance a droite sous P, on a grace a
(6.1):

WF()) cT. (6.4)

On a LynY = Lp-1mY, ou, dans le premier membre, L; désigne I'image réciproque
de 1Y par la translation a gauche par h et, dans le second membre, L; désigne
la représentation réguliere gauche. Comme 7, est invariante a gauche par 0(N),
pour tout h € H, Lin¥ est invariante & gauche par h~wwo(0(N))(h™ wwg)~t.
Donc LinY est invariante a gauche par Ad(h~‘wwp)(f(n)). En outre Lin¥ a
des propriétés de covariance a droite sous P. Donc pour les mémes raisons que
ci-dessus on a:

Vh € H, WF(Liny) c T"

ot ' :={(g, ) €T*"G: £ #0,YX € (n),VY € m D adn, ULAd(hflwwo)X(g,g) =
0,0r,(g9,&) = 0}. Soit A un sous-ensemble compact de H. On note I'y = I'® et
Iy = U I'". Comme I'; est un cone fermé de T*G \ 0, il résulte du lemme A .4
heA

appliqué a f = H x G — G, (h,g) — hg = Lp(g), A et T';, que T’y est un cone
fermé de T*G'\ 0. Montrons que I'NT’y = 'N—=T'y = @. Onnote ['y := (T,;G)NT".
Comme l'orthogonal de h (resp. m @ a @ n) relativement a la forme de Killing est
q (resp. n) on a d’apres (6.2) et notre identification:

Iy =nAd(ga )\ {0}, (6.5)
De méme comme 'orhogonal de 6(n) est m @ a @ f(n) on a:

(T1)g = (n\ {0}) N Ad(g ™ wwo) (m & a & O(n))
et

(Fy)y = (n\ {0}) hUA Ad(g™ ' hwwy)(m @ a @ O(n)). (6.6)
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Si X € gqN(m® a @ Ad(ww)(0(n)), il existe X3 € m C h, Xy € a C q et
X3 € Ad(wwp)(8(n)) tels que X = X + Xy + X3 et 0(X) = —X. Ceci implique
que X;+0(X3) = —X;—X3. Mais g = o(Ad(wwp)(A(n))EmedadAd(wwy)(0(n)),
donc X; = X3 =0et X € a. Comme a C qN (m & ad Ad(wwy)(f(n)), il en
résulte:

qgN (m® a® Ad(wwy)(@(n)) = a. (6.7)
Comme q est invariant par H et wwy normalise m & a, on a:

Ad(g~)(a) N Ad(g~ h~ wwp)(m & a & 0(n))
— Ad(g'h 1) (q N (m 0 ® Ad(wwy)(6(n)).

Ceci joint a (6.7) donne:
Ad(g™")(a) NAd(g~"h ™ 'wwo)(m & a @ 0(n)) = Ad(g~h™")(a).

En utilisant (6.6), il en découle que:

Ly N (=T2)g = (n\{0}) N [J Ad(g~'h7")(a)
heA
ot =Ty :={(g,¢&) € T*G : (g,—&) € T'y}. Or les éléments de Ad(g~'h~1)(a) sont
semi-simples et ceux de n sont nilpotents, d’ou :

I'NTy=0N-Ty=0. (6.8)

Donc si on note I's ;=T UT2U{(g,{+n) € T*G : (9,&) € T',(g,n) € I'y)}, avec les
notations de I'appendice, I'application de D'r(G) x Dy, (G) dans Dy, (G) définie
par: (S,T)+ ST est bien définie (cf. [17], th.8.2.10) et séparément continue. De
méme comme pour tout g € G on a (I's), C n et pNn = 0, 'intersection du
fibré normal de K avec I's est vide. Donc il résulte du corollaire 8.2.7 [17] que
'application de Dr,(G) dans D'(K): T +— T|k est bien définie et est continue
d’apres la proposition A.3. Finalement, grace a la proposition A.4 (ii), on a:
Vapplication de D'v(G) x Dr,(G) dans D'(K) définie par:

(S,T)— (ST)|k (6.9)

est bien définie. C’est une application bilinéaire séparément séquentielement con-
tinue.

Comme 7\ (hwwo)nx € Dr,(G) et £ € D'v(G), (i) résulte de (6.9).

(ii) Montrons qu’il existe un ouvert connexe dense, O, de af tel que
pour tout A € V, 'application définie sur O a valeurs dans Dr, (G) par: v —
&, (wwg)ny, soit holomorphe. On se propose d’appliquer la proposition B.2 de
[5], pour démontrer une propriété d’holomorphie de &,. On conserve les notations
du §8.1 et on définit une application u de V dans C(G) par u(v) = &Y. C’est une
application holomorphe lorsque C(G) est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts de G (voir démonstration de I’holomophie de F),, dans
le lemme 11 de [5]). Pour tout v € V, on définit les polynoémes d’'une variables
complexes z suivants:

siXehUmuUn,

z
Px(v,z) = {Z —ev=PX) & X € a.
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Il est clair d’apres les propriétés d’invariance de &Y que Px (v, Lx)(u(v)) = 0 si
X eb,et Px(v,Rx)(u(r)) =0si X € mUaUn. Les polynémes Px(v,z) sont
tous de la forme z — Ax(v) ou Ax est une fonction holomorphe sur V. Donc en
tenant compte de la définition de I' et de I’holomorphie de u, on peut appliquer
la proposition B.2 de [5] & T" et w. Il en résulte que:

u est holomorphe de V dans Dp(G). (6.10)

Comme a est contenu pNq et est abélien maximal dans q, on a, d’apres [2], th.9.3

(o, B)
(8, 5)

polynomiale b, sur ag, non identiquement nulle et une fonction polynomiale sur
ai a valeurs dans 'algebre des opérateurs différentiels (en particulier a valeurs
dans un espace vectoriel de dimension finie), D,,, tels que:

bu(v)&) = Dy(”)é%y- (6.11)

On rapelle que les u;, i =1,...,1, sont des éléments de A (a) (cf. §2) et forment
!

une base de af-. On note p, := Z ;. Alors p est aussi un élément de A*(a), et

(i), pour tout u € A (a) :={a € af : € N,V3 € AT}, il existe une fonction

i=1
on voit facilement que af = [ J (V — npo). On pose
neN
O := U O,
neN

ou O,, est complémentaire de 'ensemble des zéros du polynome b,,, dans (V —
nuo). Donc O, est connexe (cf. [28], ch. I, lemme 6.A). Comme, pour tout
n € N, pup+ p est élément de O,, O est connexe. D’autre part, il est clair
que O est un ouvert dense dans ay:. Comme les opérateurs différentiels sont
des endomorphismes continus de Df(G) (cf. [17], (8.1.11)), Il en résulte, d’apres
I'équation fonctionnelle (6.11) et grace a (6.10), que pour tout n € N, &, admet un
prolongement holmorphe de O,, dans D}.(G), donc de O dans Dy (G). Maintenant
ceci joint a (6.9), montre que le produit des distributions €Y et 7 (wwp)n, est bien
défini, et est holomorphe en v. Cela acheve la démonstration de (ii).

(iii) Soit A comme dans I’énoncé. On reprend les notations du théoreme 1. On

suppose dans toute la suite de la démonstration que / a*wo(/\JrP)(p(a)da =1. On
c

P
rappelle que uy = A'(wp, A)vy ot vy est un élément de I_,,, (voir (4.3)). On
note ¢ un élément de D(H) tel que:

Vhe H, y(h) = /H  b(hm)dm.

On prend A = supp .
On effectue de deux fagons différente le calcul de (uy,&?,).
Le premier calcul est analogue & celui de [7] et donne:

(¥, €)= Buy(wo, —N) /H G(h)dh. (6.12)
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Effectuons le deuxiéme calcul de (uy,&Y,). On rappelle que uy est un élément de
I 2, en particulier sa restriction a K est une fonction C'*°. On en déduit que:

Wy, &%\ sy = (€ )k, 1) D (r0), Dirc)- (6.13)

La continuité séquentielle séparée de I'application Dr(G) x Dr, (G) — D'(K) :
(S,T) — (ST)|k (cf. (6.9)) montre que I'application v définit de Dr, (G) dans C
par ¥(S) = ((S&,)|k, 1k)p(k), D) est une forme linéaire continue sur Dr, (G).
Mais uy = / D(h) s (hw)nawedh (cf. [7], p. 339). Donc uy est Dintégrale
H
de Riemann dans D'(G) de la fonction continue & support compact définie sur
H par: h +— (h)L;ny. Mais cette derniere prends ses valeurs dans Dr, (G)
(voir fin de la démonstration de (i)), il résulte de la proposition A.3, appliquée a
X=G)Y=G,Z=Het fHxG— G,(h,g) — hg, que c’est une intégrale de
Riemann dans Dr, (G). Donc il découle des propriétés des intégrales de Riemann

que: y(uy) = /Hv(w(h) wny )dh, c’est a dire:

W3 €y = [ DONE)E e, Lic)dh.

Comme pour tout g € G, v € I’ ,, on a (Lyv|k,1x) = (v|k, 1k), on en déduit
que:

(U, €03 sy = (/H V(R)dh){(n3 €% )i, 1) (6.14)
En comparant (6.12) et (6.14), on en déduit que :

Bygy(wo, —=A) = (V%)) x5 1)
Ceci acheve la démonstration du théoreme. ]

Calcul de B dans le cas de SO(p,1)/SO(p—1,1), p>1

Dans ce cas, il existe une seule racine positive relativement a P, «. On note s,
la reflexion correspondante. Comme ces espace symétriques sont de type G/K.,
ce calcul peut étre déduit de [23], th. 4.10. Ici on procéde différement, en utilisant
le théoreme 3. On a I’égalité des fonctions méromorphes:
AP (B ) (T(2))2T (352 — ¢
B, (30— = Bryelsn —3) = - DT 20
’ ’ ml(p— DHI(1 — 1)
P2(T()T (52 — )T (1)
Bee(Sa; =) = Bs,, 5.(5q, —A) = w[(p — 1)F(3;p)

2
0 si p est impair,

si p est pair,

ou A =ta avec t € C.

En effet, comme il s’agit d’une égalité de fonctions méromorphes, il suffit de prouver
la proposition pour A comme dans le théoreme 3 (iii). Soit (ey,---,e,+1) la base
canonique de RP*. Sionnote Z := {z € RP*!: ai4---+a2 -2, = 0,241 > 0},
G agit transitivement sur = et le stabilisateur de e; + e, est égal a MN (cf.
[16],part 11, exemple 5.3). Donc G/MN s’identifie & =. Alors HP/MN s’identie
a HP.(e; +ept1) ={r € Z:21 >0} et Hso,P/MN a {z € =: 2, <0}. Donc il
y a deux orbites ouvertes et W = {1, s,}. On identifie aussi ai & C en associant
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a tout s € C I'élément sa € ai. Comme e; est H-invariant, e; + e,41 est N-
invariant et pour tout ¢ € C, on a as.(e; +ep1) = a(e; +ep41). 1l en résulte que
si A = sa on a:

p—1 .
(g) = {K9@1+%H%@H37‘ sig € HuP (6.15)
0 sinon.
1 _p-t
mlg) = ﬁ(g-(el +epr1), (€14 €p11))" 7.

Pour A = sa, on note & (resp. &), 'application définie sur = par £f(z) = £5(g)
(resp. & () = &3 (g)) st © = g.(e1 + ep41). De la méme facon on note n (resp.
n, ), Uapplication définie sur = par nf(z) = na(g) (resp. n; (x) = nr(sag) si
r = g.(e1 +e€pt1)). Il résulte donc de (6.15) et de nos identifications que pour tout
r € Z on a:

_p=1 g—p=1

& (x) = (sup(21,0))" "7, & (2) = (sup(—21,0))" = ;
p—1 p=1
N e TP [ TR 1 M

Hz) = — , T) = — 6.16
m (@) = () = (6.16)

On reprend les notations du théoreme 3. Soient A = ta € V et v = sa un élément
de ONYVY, on a:

(Emlic Lie) = [ €(kym(k)dk (bien défini (cf. th. 3)).

Mais &7 et m, sont invariantes a droite par K N M. Donc, avec notre choix de
mesure (cf. §2.4), on a:

(&) 1) :/

K/KNM

(k) (k) dk. (6.17)

Rappelons que K/K N M s’identifie naturellement & SP~' x {1} dans = (cf. [16],
exemple 2.2). Si on note respectivement &, et 7, les restrictions de &, et 7, a

SP=t x {1}, pour tout = € SP~1 x {1}, & et 7j; sont données par des formules
analogues a (6.16). Donc (6.17) devient:

1 p—1 p—1
/7Amm%¢m%ﬁw1+my"rw. (6.18)

-
ot=5= Js

(Em)lx, 1x) =

En coordonnées sphériques, ceci s’écrit:

us

(&), 1k) = ¢ /OE(COS 91)5_1%1(1 + cos 01)’5_%1 sin?~26,d6b,,

2> 2(Ir(%))?

—51 . On fait le changement de variable z = cos 6 et I'on a:
2" 2 nl(p—-1)

ou ¢ =

1 p— p—
(Emlit) =e [ 27T (1= (1+2) (6.19)
En utilisant [9], §2.1.3, formule (10), on obtient:

I(s+ 3251 3—
F(1—t
T [d-bst

()i, k) = ¢ p; s+ 1;-1). (6.20)
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Mais d’apres [9], §2.1.4, formule (22), on a:

F(a,b,c;2) = (1 —2)""F(a,c—b,c . i 1).

Donc on obtient:

1 1
L5+ 1 1) = 27070 — 46(1 — ¢, pT; s+ 1i5).

3 —
F(1—-t,s+ b

Le membre de droite de cette égalité divisé par I'(s + 1) est holomorphe en s sur
C (cf. [9], §2.1.6). Donc il résulte de I’holomorphie de v +— (({5n))|k, 1) sur O
(cf. th. 3 (ii)) que (6.20) qui est vrai pour v € O NV, se prolonge a O. Alors
pour A comme dans le théoreme 3 (iii), on a:

L(°32 -0 (25) p—1 1
By oS0, —\) = 2 2 LIl —t, —— 1 — ¢t ). 6.21
a; (8 ) ) Ct F(l _ t) ( g ) 2) ( )
C’est une identité de fonctions méromorphes sur C. Mais on a:
(14 2)* = F(—a,bb,—z)et
F(a,b;c;2) = F(b,a;¢;2) (6.22)
(cf. [9], §2.8, formules (4) et (8)). Donc on a:
—1 1 1-— 1
—a61 -t 21— = F——P 1t 1t
2 2 2 2
— o
Ceci joint a (6.21) donne:
LT )T — 0
B, o(Sa, —A) = Z 2 6.23
el =) L(p— DI(1— 1) (6:25)

En procédant d’une facon similaire, on aboutit au résultat voulu.

Appendice

Dans toute la suite de cet appendice on énoncera sans démonstration les résultats
établis dans [26], appendice. Pour toutes les variétés différentielles citées dans cet
appendice, on fixe une mesure de Lebesgue de sorte que les fonctions généralisés
s'identifient a des distributions. Soient X, Y et Z des variétés différentielles C°.
On note m =dim X et n =dimY . Si K est un sous-ensemble compact de X on
note Dg(X) lensemble des fonctions C*° sur X a support dans K muni de sa
topologie usuelle.

On note T*X le fibré cotangent de X et 0 la section nulle de 7*X. Soit [' un
cone fermé de T*X \ 0. On note pour tout v € D'(X), WF(u), le front d’onde
de u (cf. [17], vol.1 §8.2). On note

Dip(X) :={ueD(X):WF(u)cCT}
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On muni Dj(X) des semi-normes suivantes:

(a) py(u) = [(u, x)| pour x € D(X).

(b)Si ¢ :U — V C X est une carte locale de X (U ouvert de R™), on définit pour
tout N € N, ¢ € D(U) et C cone fermé de R™ tel que *((¢o!)")(supp ¢ x C)NT =
O:

P, N, s.o(u) = sup || & 1Y |F(e(¢™u)(€))]
el

ol p*u est I'image réciproque par ¢ de la restriction de u a V et F désigne la
transformée de Fourier des distributions a support compact.

Soit f une application C* de Z x X dans Y telle que pour tout z € Z,
lapplication f, : © € X — f(z,2) est submersive. Soient A un sous-ensemble
compact de Z, I'y et I'y deux ensembles coniques fermés respectivement dans
T*Y \0 et T*X \ 0 tels que:

VAe A, fiTh1 CTy

ot fyI'y == {(z," fi(x)n) : (fr(x),n) € T1}. Donc pour tout A € A, fX:Dp (V) —
Dr,(X) est bien définie (cf. [17],th. 8.2.4).

Proposition Al. Soit (u;) une suite de Dr (Y) qui converge vers 0 pour la
topologie de D (Y) définie ci-dessus. Alors la suite d’applications g;: A —
Dr,(X), définie par g;(\) = fX(u;), pour tout j € N et A\ € A, converge uni-
formément vers 0, pour la topologie de Dr,(X) définie ci-dessus.

Proposition A2. Soitu € Dy (Y). L’application de A dans Dr,(X) qui associe
aX€eAN fi(u) est continue.

Lemme Al. Dp(X), muni de ses semi-normes, est séquentiellement complet.

Lemme A2. Sionnote Iy := | fil'1 alors Ty est un cone fermé dans T*X\0.
AEA

Proposition A3. Pour tout ¢ € C.(Z), u € Dr,(Y), lintégrale au sens de Rie-
mann / W(2)fi(u)dz dans Dy, (X) (resp. D'(X)) muni de sa topologie naturelle
A 2

(resp. forte) existe. Ces deux intégrales coincident.

Soient X et Y deux variétés différentielles de dimension respectivement m
et n. Soit I'y (resp. I'z) un cone fermé de 7*X \ 0 (resp. 7*Y \ 0). Soit I' un
cone fermé de T*(X x Y)\ 0 contenant I'; x I'y. Dans ces conditions 'application
[:Dp,(X) xDp,(Y) = Dp(X xY), (S,T) — (S®T), est bien définie (cf. [17],
th. 8.2.9).

Proposition A4. (i) Avec les hypotheses ci-dessus, lapplication f est séparé-
ment séquentielement continue.

(ii) Awvec les hypothéses de (i), on suppose de plus que X =Y et I'; N
(—Ty) = . Soit & Uapplication définie sur X a valeurs dans X x X par
§(x) = (x,z). Soit N5 = {(m,m2) € R* : n +ny = 0}. Supposons que
I' ne rencontre pas Njs. Alors lapplication F:Dr (X) x Dy (X) — Dip(X),
(S,T) — 6*(S®T), qui est bien définie (c¢f. [17], th. 8.2.9 et th. 8.2.10), est
séparément séquentiellement continue. F est appelé “produit de distributions”.
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