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Résumé. Dans cet article on définit une propriété (T) tordue en considé-
rant des produits tensoriels de représentations unitaires par des représentations
irréductibles de dimension finie non-unitaires d’un groupe topologique. On dé-
montre, en utilisant la décroissance uniforme des coefficients de matrices des
représentations unitaires d’un groupe de Lie réel simple G, ayant la propriété
(T) de Kazhdan, que toute représentation irréductible de dimension finie p de
G est isolée parmi les représentations de la forme p ® w, o 7 parcourt les
représentations unitaires irréductibles de G, dans un sens que l’on prrécisera.

Abstract. In this article, we consider tensor products of unitary representa-
tions by irreducible non-unitary finite dimensional representations of topological
groups to define a property that is a twisting of Kazhdan’s Property (T). We use
the uniform decay of the matrix coefficients of unitary representations, to show
that for most of the real semi-simple Lie groups having Kazhdan’s Property (T),
any finite dimensional irreducible representation p of G, is isolated among re-
presentations of the form p ® m, where 7 ranges over the irreducible unitary
representations, in a sense to be made precise.
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1. Introduction

Un groupe topologique G a la propriété (T) de Kazhdan si sa représentation
triviale est isolée dans son dual unitaire, G. En 1967, Kazhdan a introduit cette
propriété pour étudier la structure des réseaux dans les groupes de Lie réels. 1l
démontre que tout réseau d’un groupe de Lie réel G qui a la propriété (T), est de
type fini [10]. Plus tard, en 1981, Akemann et Walter on donné une caractérisation
C*-algébrique de la propriété (T) [1, Lemma 2|. Ils démontrent qu’un groupe
topologique localement compact G a la propriété (T) si et seulement s'il existe
un idempotent p dans la C*-algébre maximale C*(G) de G tel que pour toute
représentation (7, H) unitaire de G, 7(p) soit la projection orthogonale sur le
sous-espace de H formé des vecteurs G-invariants (voir aussi |17, Proposition 2]).
Dans cet article, on va définir une propriété (T) tordue en considérant des produits
tensoriels de représentations unitaires par des représentations irréductibles non
unitaires de dimension finie. Pour ceci, on va définir, pour toute représentation

ISSN 0949-5932 / $2.50 (©) Heldermann Verlag



506 (GOMEZ-APARICIO

irréductible de dimension finie d’un groupe topologique, un analogue tordu de la
C*-algébre maximale de G, que 'on va noter Ag, et on va définir une propriété
(T) tordue en termes de celle-ci.

Définition 1.1.  Soient G un groupe localement compact et (p, V') une repré-
sentation irréductible de dimension finie de G. Soit C.(G) 'espace vectoriel des
fonctions continues a support compact sur G et soit Ag la complétion de C.(G)
pour la norme ||.|| 4, donnée par :

[fllac = sup [l(p @ m)()llcvemn.),
(m,Hx)
pour f € C.(G) et ou (m, H;) est une représentation unitaire de G.
On dira que G a la propriété (T) tordue par p s’il existe un idempotent pe dans
Ag tel que : p(pg) = Idy et, pour toute 7 représentation unitaire de G qui ne
contient pas la représentation triviale, (p ® 7)(pg) = 0.

Siun groupe G a la propriété (T) tordue par p, on dira alors que p est isolée
parmi les représentation de la forme p ® m, ol m est une représentation unitaire
irréductible de G, terminologie que Ion justifiera (voir la proposition 2.5).

De plus, pour toute représentation irréductible de dimension finie p on va
définir, de la méme facon, un analogue tordu de C}(G), la C*-algébre réduite de
G, que lon notera A7, et on démontrera que si G a la propriété (T) tordue par
p, alors les algébres Ag et Af n’ont pas la méme K-théorie, I'intérét pour nous
étant de calculer la K-théorie de ces algébres.

On démontre aussi que la propriété (T) tordue par une représentation p est héritée
par tout réseau cocompact du groupe : Si G a (T) tordue par p et I' est un réseau
cocompact de G, alors T" a la propriété (T) tordue par p|r.

On ne sait pas encore si tout groupe localement compact ayant la propriété (T)
a aussi la propriété (T) tordue par toute représentation irréductible de dimension
finie, mais la derniére partie de 'article est consacrée & la démonstration du fait
que, au moins, beaucoup de groupes de Lie ayant la propriété (T) ont aussi la
propriété (T) tordue par n’importe quelle représentation irréductible de dimension
finie. On sait que tout groupe de Lie G réel simple connexe de centre fini de rang
réel > 2 ou localement isomorphe & Sp(n, 1) pour n > 2 ou a Fy(_s), ala propriété
(T) [9]. Plus fort encore, il vérifie une décroissance uniforme des coefficients de
matrice des représentations unitaires de GG qui n’ont pas de vecteurs invariants
non nuls [4]. On utilise cette propriété donnée par le théoréme 3.6, pour montrer
le résultat suivant :

Théoréme 1.2.  Soit G un groupe de Lie réel algébrique semi-simple de centre
fini, conneze et simplement connexe (au sens algébrique), et tel que chaque facteur
simple de G est ou bien de rang réel supérieur ou égal a 2, ou bien localement
isomorphe & Sp(n,1) pour n > 2 ou & Fy_q), et soit p une représentation irré-
ductible de dimension finie de G. Alors G a la propriété (T) tordue par p.

Le cas o G = SL,,,(R) et m > 3 a été présenté par auteur lors de ’école
d’été intitulée "Topological and Geometric Methods for Quantum Field Theory"
pendant I’été 2005 a Villa de Leyva en Colombie et va étre publié dans les comptes-
rendus de celle-ci [7].
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David Fisher et Theron Hitchman définissent dans [6] une propriété, qu’ils
appellent F'® H, en termes de 1-cohomologie, qui ressemble & la propriété (T)
tordue par p; on ne connait pas d’implication entre les deux propriétés.

Remerciements. Je voudrais remercier Vincent Lafforgue pour ses nombreuses
suggestions et sa grande disponibilité et Bachir Bekka pour ses éclaircissements
dans le cas des groupes de rang 1.

2. Propriété (T) tordue

Définitions et terminologie. On rappelle la définition de propriété (T) tordue
énoncée dans l'introduction :

Définition 2.1.  Soient G un groupe localement compact et (p, V) une repré-
sentation irréductible de dimension finie de GG, ot V' est un espace vectoriel com-
plexe muni d’une norme hermitienne. Soit C.(G) I'espace vectoriel des fonctions
continues a support compact sur G et soit Ag la complétion de C.(G) pour la
norme ||.|| 4., donnée par :

[ fllag = sup [[(p @ m)(F)llcovomn),

(mHx)

pour f € C.(G), ou (m, H;) varie parmi les représentations unitaires de G.

On note 1 la représentation triviale de G et on dit que G a la propriété (T)
tordue par p s’il existe un idempotent pgs dans Ag tel que :

p(pg) = Idy et, pour toute 7 représentation unitaire de G qui ne contient pas

lg, (p@m)(pc) = 0.

Remarque 2.2.  L’algébre Ag est une algébre de Banach involutive et toute
représentation du groupe G de la forme p® 7 avec 7 unitaire peut étre prolongée,
de facon évidente, en une représentation de Ag que 'on note aussi, par abus de
notation, p ® .

Remarque 2.3. Si G a la propriété (T) tordue par (p, V'), alors, pour toute
(m, H) représentation unitaire de G, (p ® m)(pe) est la projection de V ® H sur
V ® HY parallélement & V ® (HY)*, ot HE est le sous-espace de H formé des
vecteurs G-invariants. En effet, il suffit d’écrire 7 de la forme 7wy @ 7y, ot 7 est la
sous-représentation de 7 sur (H%) qui ne contient pas la représentation triviale
et my est la sous-représentation de 7 qui a pour espace HY et qui est équivalente
alg.

Définition 2.4.  Soit G un groupe localement compact, G son dual unitaire
et (p, V) une représentation irréductible de G. On définit une nouvelle topologie
sur @, que U'on appelle tordue par p, de la maniére suivante : Si P est un sous-
ensemble de G et m € GG alors 7 est dans ’adhérence tordue par p de P,si p®m
est contenu dans 'adhérence de Fell de p®@ P := {p @ n’|n’ € P} dans le dual de
Ac ( voir [5] Chapitre VII ).

On note G* Iespace G muni de cette topologie.
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Proposition 2.5.  Soit G un groupe topologique localement compact et p une
représentation irréductible de dimension finie de G. Si G a la propriété (T) tordue
par p alors la représentation triviale de G est isolée dans G .

Démonstration.  Supposons que G a la propriété (T) tordue par p et soit
pe lidempotent dans Ag qui vérifie les propriétés données par la définition
2.1. Supposons que p soit contenue dans l’adhérence de Fell de l’ensemble
{p @ m|mest une représentation unitaire} dans le dual de Ag. On a alors

ﬂ Ker(p ® m) C Ker(p),
1g)¢_7r

(voir par exemple |5, Chapitre VII Proposition 3.11]).
Or, pg € ﬂlcgﬁ Ker(p®m) et p(pg) # 0, et donc p est isolée, pour la topologie de
Fell, dans le sous-ensemble du dual de Ag formé des représentations de la forme

p®m, ol m est une représentation unitaire de G. Par conséquent, 14 est isolée
dans G”. [ |

Cette proposition justifie la terminologie utilisée :
Si un groupe topologique G a la propriété (T) tordue par une représentation
irréductible de dimension finie p, on dira alors que p est isolée parmi les repré-
sentations de la forme p ® w, oll w est une représentation unitaire irréductible de

G.

Remarque 2.6. Si p = 1g, alors G a la propriété (T) tordue par 1g s'il
existe un idempotent pg dans la C*-algébre maximale de G, tel que pour toute
représentation unitaire m de G, 7(pg) soit la projection sur 'espace des vecteurs
G-invariants. Dans ce cas, la proposition 2.5 est une équivalence et c’est le résultat
connu qui dit qu'un groupe localement compact a la propriété (T) usuelle si et
seulement si C*(G) s’écrit comme une somme directe de C*-algébres de la forme :

C*"(GQ) =Ker(lg) @ I,

ou I est un idéal bilatére fermé de C*(G) [1], [17].

L’objectif principal de cet article est de prouver que beaucoup de groupes

de Lie qui ont la propriété (T), vérifient aussi la propriété (T) tordue par n’importe
quelle représentation irréductible de dimension finie.
En s’inspirant de la remarque précédente, pour tout groupe topologique localement
compact G et toute représentation irréductible de dimension finie p de GG, on consi-
deére Pespace vectoriel C.(G) formé des fonctions continues a support compact sur
G et on définit deux nouvelles complétions de celui-ci de la maniére suivante :

Soit A’ la complétion de C.(G) par rapport a la norme |.|| 4, donnée
par :
[fllae = sup [[(p @) (F)llever,

(m,Hx)

pour f € C.(G), ou (m, H,) varie parmi les représentations unitaires de G' qui ne
contiennent pas la représentation triviale.
Et soit A la complétion de C.(G) pour la norme ||.|| 4, donnée par :

11z = () Enaqvy,
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pour tout f € C.(G).
On remarque alors qu’on a deux morphismes d’algébres de Banach :

©1: A —» Agand Oy : Ag — A’ .

Soit © : Ag — A'¢ ® A" le prolongement & Ag du morphisme donné sur C.(G)
par : O(f) = (01(f),02(f)). C’est un morphisme d’algébres de Banach.

On a alors ’équivalence évidente suivante :

Proposition 2.7.  Le groupe G a la propriété (T) tordue par p si et seulement
st le morphisme d’algébres de Banach © est un isomorphisme.

Relation avec la K-théorie Soient G un groupe topologique et (p,V) une
représentation irréductible de dimension finie de G. De la méme facon que 'on a
défini lalgébre Ag, qui est analogue tordu par p de la C*-algébre maximale de
G, on peut définir une algeébre de Banach réduite tordue par p de G comme étant
la complétion de C.(G) pour la norme :

1 fllaz, = llp ® La(f)ll coverzay),

pour f € C.(G) et on Lg est la représentation réguliére gauche de G dans L*(G).
On note Ap, cette complétion.
On a alors un unique morphisme d’algébres de Banach prolongeant I'identité sur
C.(G) :

pRLg: Ag — "476‘7

qui définit un morphisme en K-théorie
(p® L) K(Ag) — K(AL).

Proposition 2.8.  Si G a la propriété (T) tordue par p et G n’est pas un groupe
compact alors les algebres Ag et Af n'ont pas la méme K-théorie, c’est-a-dire que
(p® Lg)* n'est pas un isomorphisme.

Démonstration.  Supposons que G soit un groupe localement compact non-
compact ayant la propriété (T) tordue par une représentation p. Il existe alors un
idempotent non-nul pg € Ag tel que p(pg) = Idy et, pour toute représentation
7 unitaire de G qui ne contient pas la représentation triviale , (p ® 7)(pg) =
0. Comme G n’est pas compact on peut prendre m = Lg et, par conséquent,
(p® Lg)(pg) =0, ce qui montre que (p ® Lg)* n’est pas un morphisme injectif.

[ ]

Propriété d’hérédité On va démontrer que la propriété (T) tordue par une re-
présentation irréductible de dimension finie est héritée par les réseaux cocompacts
du groupe. Pour qu’un énoncé de ce style ait un sens, on a d’abord besoin du
lemme suivant :

Lemme 2.9. Si ' est un réseau cocompact d’un groupe topologique localement
compact G ayant la propriété (T) tordue par une représentation irréductible de
dimension finie (p, V'), alors p|r est une représentation irréductible de T.
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Démonstration.  Soit Homp(V|r,V|r) [Densemble des morphismes I'-
invariants de V|r dans V|r. On a un morphisme injectif de Homp(V|r, V) dans
Homg(V,V @ L%(G/T)), ou L*(G/T) est l'espace de la représentation réguliére
quasi-invariante de G. En effet, soit 7" € Homp(V|r, V|r) et Fr la fonction conti-
nue sur G & valeurs dans End(V) telle que Fr(g) = p(9)Tp(g)~', pour tout
g € G. Comme T est I'-équivariant, Fr est une fonction continue (qui est en plus
G-équivariante) sur G/T" a valeurs dans End(V'). Comme G/I' est compact, Fr
appartient & L?(G/T', End(V)).
Soit

F(T):V — L*G/T,V),
tel que F(T)(v)(xz) = Fr(x)v, pour tout v € V et tout z € G/I". C’est une ap-
plication linéaire continue G-équivariante, donc F(T) € Homg(V,L?(G/T',V)) =
Homg (V,LA(G/T) @ V).
De plus, si 1 € G est l'identité de G, alors Fp(l) = T et donc, la corres-
pondance T +— F(T) définit un morphisme injectif de Homp(V|r, Vr) dans
Home(V, V ® L2(G/T)).
Ceci implique que,

dime(Homp (V|r, V) < dime(Homg(V, V ® L2(G/TI))).
Mais le fait que le groupe G ait la propriété (T) tordue par p implique que
Homg(V,V ® L*(G/T)) = Homg(V, V),
car, en effet, on peut écrire
LA(G/T) = LA(G/T)e & LA(G/T),,
ot L%(G/T)q est la sous-représentation triviale de L?*(G/T') engendrée par la
fonction constante égale a 1 et L?(G/T"); est son orthogonal, qui ne contient pas
lg. Sien plus G a (T) tordue par p,
Homg(V,V ® L3(G/T);) =0,
d’ou,

Homg(V,V @ L*(G/T)) = Homg(V, V)
= C.Idy,

car V est une représentation irréductible de G, d’ou le lemme.

Proposition 2.10.  Soit G un groupe localement compact et I' un réseau co-
compact de G. Soit p une représentation irréductible de dimension finie de G. Si
G a la propriété (T) tordue par p alors I a la propriété (T) tordue par p|r.
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Démonstration.  Supposons que G a la propriété (T) tordue par p et soit T’
un réseau cocompact de G. L’existence de I' implique que G est unimodulaire.
Soit dg une mesure de Haar sur G telle que G/T" soit de mesure 1. Par abus de
notation, on notera de la méme fagon la représentation p de G et sa restriction a
I'. On rappelle que 'on note Ag (resp. Ar) la complétion de C.(G) (resp. Co(T'))
pour la norme donnée, pour f € C.(G) (resp. f € C.(I')), par :

IfII'=sup [[(p @ m)(F)lcevens),

(mHx)

ou le supremum est pris parmi les représentations unitaires de G (resp. de T').

Si (m, H) est une représentation de G (resp. de T') on note HS (resp. H') le
sous-espace de H formé des vecteurs invariants.

Soit pg 'idempotent de Ag tel que pour toute (7, H,) représentation unitaire de
G, (p®7)(pg) est la projection de V ® H, sur V @ HS.

Supposons qu’il existe une fonction f € C.(G) telle que

> Fgme(y) =plg™), (1)

vyel

pour tout g € G (ce qui implique que [, f(g)p(g9)dg = Idy ).

On veut construire un idempotent pr € Ar, tel que pour toute représenta-
tion (m, H) unitaire de T', (p @ 7)(pr) soit la projection de V@ H sur V & H'.
Soit une suite (pg), dans C.(G) qui converge vers pg dans Ag, soit (7w, H) une re-
présentation unitaire de I" et soit (Ind(7),Ind(H)) la représentation unitaire de G
obtenue par induction unitaire de 7. On note 7’ := Ind(w) et H' := Ind(H) pour
simplifier les notations et on remarque que V ® H' est le complété de I'ensemble
des fonction continues s : G — V @ H telles que s(g7y) = (Idgnavy @ 7') (v 1)s(9),
pour v € I' et pour une norme L? sur G/T .
Soient « et 3 les application linéaires continues suivantes :

a:VoH—-VeH
v & (g Y plgn)v @ flgn)m(1)E),

vel

B VeoH - V®H
v®s~>/ M@ flg")s(g)dg.

On vérifie facilement que § o a = Idygy et on a, pour tout v € V' et tout
£eH,

Bo(pen')(pg)oalv®f) =
> /G XGp?;(g)f (g™ f(@y)(p @ 7)(7) (0 © €)dadg.
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Posons, pour vy € I' et n € N,
pr(v) = / pe(9) fa™ g™ f(ay)dady.
GxG

La suite (p}), appartient a C.(I') et elle converge dans Ar car :

lprllar = Sup 1B o (p@7')(pe) © allevem,
otl le supremum est pris parmi les représentations 7 unitaires de I' et 7’ est la
représentation de G induite de .
Donc,

PP |ar < sup max(|[8 o p(pg) © allznaey, |80 (p @ 1) (p6) © allcvemn)),

(7

ol on a écrit ' = 7w, & ) avec m, équivalente & 1g et 7] ne contenant pas lg.
Mais lim,, o, fop(pk) oa =Idy et lim, o fo (p@ 7)) (p) oa = 0, donc la suite
(p})n est une suite de Cauchy pour la norme ||| ;..

Soit pr sa limite dans € Ar.
On a alors 1’égalité :

(p@7)(pr) =Bo(p&n)(pc) o a.

D’autre part, le fait d’avoir une fonction f dans C.(G) qui vérifie
S flgv)p(y) = p(g™') implique que oV ® H') C V @ (H')? et que
B(V @ (H)Y) c V&H". Comme de plus o a = Idygy, alors (p @ 7)(p,) est
bien la projection de V ® H sur le sous-espace V ® H'.

Montrons maintenant qu’il existe une fonction f a support compact sur G
et vérifiant ’équation (1).
Soit p : G — G/I' la projection canonique. On doit montrer qu’il existe une
fonction f continue & support compact telle que, pour tout z € G/,

> Ffloelg) =1dy.

g€p~1(x)

Soit (U;)i=1,..q un recouvrement ouvert de G/I' (que 'on peut prendre fini car
G/T est compact) tel que p~!(U;) soit homéomorphe a U; x T' et soient, pour tout
i=1,..,q, s; : p~(U;) = U; x T les homéomorphismes correspondants. Comme p
est une représentation irréductible de I', 'ensemble des p(y) avec v parcourant I,
engendre End(V') (théoréme de Burnside [13, Chapter XVII, Corollary 3.3]) ; si m
est la dimension de V , on peut trouver un sous-ensemble A de I" de cardinal m? tel
que 'ensemble {p(7)|y € A} forme une base de End(V). Il est clair alors que pour
tout i =1, ..., q, il existe une fonction continue & support compact f; : U; xI' — C
telle que

> Fw,y)p(y) = pu™),

vyEA
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pour tout u € Uj;.
Pour tout i = 1,...,q, soit f; = f; 0 s; et soit (0i)i=1,..q une partition de l'unité
associée & (U;)i=1,. 4-
On pose pour tout g € G,
q

flg) =" (6o p)(9) filg)-

i=1

Comme f; appartient & C,(p~'(U;)) pour tout i, alors (J;0p)f; est aussi a support
compact sur p~(U;) et la fonction f ainsi définie est & support compact sur G et
vérifie I'équation (1).

]

3. Cas des groupes de Lie semi-simples

Tout au long de cette section G sera un groupe de Lie réel connexe semi-simple de
centre fini. On ne considére que le cas ou G est algébrique et simplement connexe
(c’est-a-dire que tout revétement algébrique de G est isomorphe a G) de fagon a
ce que G soit produit direct de ses facteurs simples [14, Proposition 1.1.4.10]. On
suppose en plus que tout facteur direct simple de G est soit de rang au moins 2,
soit localement isomorphe & Sp(n,1) pour n > 2 ou a Fy_s. Le groupe G a
alors la propriété (T) de Kazhdan usuelle (c’est-a-dire que 1g est isolée dans le
dual unitaire de G) [9] et vérifie, en fait, une propriété plus forte de décroissance
uniforme de coefficients de matrice de représentations unitaires [4].
Soit p : G — Aut(V) une représentation irréductible de dimension finie de G dans
un espace vectoriel complexe V' de dimension m. On considére le complexifié G(C)
de G et le complexifié de 'algébre de Lie de G, g, que 'on note gc. On notera
de la méme fagon la représentation de g définie par p sur V et p elle méme. Soit
u une forme réelle compacte de gc compatible avec g et soit U le sous-groupe de
Lie connexe de G(C) qui a pour algébre de Lie u. Le groupe U est un sous-groupe
compact maximal de G(C) qui est invariant par la conjugaison complexe sur G(C)
[12]. Soit K le sous-groupe compact maximal de G donné par UNG. On considére
sur V' un produit hermitien invariant par 'action de U (unique a constante prés
car V' est irréductible), c¢’est-a-dire tel que pc(U) soit contenu dans les matrices
unitaires de GL(V), oil pc est le complexifié de p. Pour un élément M € End(V),
notons M* son adjoint par rapport a ce produit hermitien.

On considére toujours la norme d’opérateur sur End(V') que l'on notera
||./|Ena(v) et une mesure de Haar sur G, dg pour g € G.
Soit w : G — Aut(V’) une représentation fidéle de G qui contient p et telle que V'
soit muni d’un produit hermitien de sorte que wc(U) soit contenu dans le groupe
unitaire de GL(V’). On définit une longueur [ sur G (c’est-a-dire une fonction
sur G a valeurs dans RT telle que I(1) = 0, I(gh) < 1(g) +1(h) et I(g) = 1(g7 "),
Vg,h € G) de la fagon suivante :

1(g) = log(max(||w(9)|lEnav), [w(g™") |Enaq))), Vg € G.

Cette longueur définit une semi-métrique d sur G donnée par d(g,z) = (g~ 'z),
pour g,z € G. Soit B, ={g € G|l(g) < q} pour tout ¢ € N.
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Le but de cette section est de démontrer que le groupe G a la propriété
(T) tordue par p.

Soient Ag, A’ et A" définies comme dans la section précédente et soit
© le morphisme d’algebres de Banach

O:A; — A,G D .,4”(;.
Théoréme 3.1.  Le morphisme d’algébres de Banach © est un isomorphisme.

Remarque 3.2.  Si on munit A’ ¢ A” de la norme donnée par : ||(z,y)| =
max(||z|| 4, ||y||av) pour x € A', y € A", alors © est un morphisme d’algébres
de Banach isométrique et donc pour prouver le théoréme il suffit de démontrer
que l'image est dense. En effet, toute représentation unitaire de G, (w, H,), peut
s’écrire comme somme directe de deux sous-représentations : la partie de 7 qui ne
contient pas de vecteurs invariants non nuls (et donc qui ne contient pas 1g) que
I'on va noter 7y, et la partie de 7 qui est multiple de 14, notée my. Alors, pour
tout f € C.(G),

1flla = sup(max(f[(p & m) (Nl ever,), o ® mo(f)llewer,)))

= max(sup ||(p @ 7)(/)lcven), |p(f)|Enacy)

TPlg

= [0/ lawear

Remarque 3.3. On remarque aussi que p définit une représentation irréduc-
tible et fidéle, car isométrique, de A” dans End(V'). On a alors que A” = End(V)
(théoréme de Burnside cf. [13, Chapter XVII, Corollary 3.3|).

On a le lemme suivant :

Lemme 3.4. [l existe une matrice E non nulle dans End(V) et il eziste
une suite de fonctions continues & support compact sur G, (fn)nen tlelles que,
lim p(f,) = £ et lim sup|[(p ® m)(fu)llc(vern,) = 0, ou le supremum est pris

parmi les représentations unitaires de G qui ne contiennent pas la représentation
triviale.

Montrons d’abord que le lemme 3.4 implique le Théoréme 3.1.
Soit (fn)nen la suite donnée par le lemme 3.4 et £ € End(V) non nulle telle que
lim p(f,) = E. La suite (f,)nen converge dans A car

I £all.a = max([lp(fo)[Enacv). sup [[(p @ m)(fa)llcverm)):

T Plg

et comme lim sup ||(p ® 7)(fo)|lc(ver,) = 0, (fa)nen est une suite de Cauchy
n—00 41 .

pour |.||4 et donc elle converge dans A. Soit p la limite de f, quand n tend
vers l'infini. On a que p(p) = E et pour toute représentation unitaire = de G,
qui n’a pas de vecteurs invariants non nuls, (p ® 7)(p) = 0, donc O(p) = (0, E).
Soit S T'idéal bilatére engendré par p dans A et () I'idéal bilatére engendré par
E dans End(V). Comme p définit un morphisme surjectif de A vers End(V') (cf.
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Remarque 3.3), on a que O(S) contient 0 & Q. Or, tout idéal bilatére non nul de
End(V) est égal & End(V) tout entier. On a donc que 0 & End(V) = 0@ A" est
contenu dans O(S) et donc dans ©(A). Ceci montre alors que O(A) = A @ A",
car A — A’ est d'image dense, et donc que © est un isomorphisme en tenant
compte de la remarque 3.2.

Démonstration. On va maintenant montrer le lemme 3.4. On remarque
d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.5.  Soit f une fonction 4 support compact sur G et (mw, H;) une
représentation unitaire de G. On a l'inégalité suivante :

[(p@m)(lleven,) < sup m2/GIf(g)lHp(g)HEnd(V)IOT(g)S,77>!dg, (2)

EnEH

ot le supremum est pris parmi les vecteurs unitaires £,m de H, .

Démonstration.  Soit {v;}i=1, ,» une base orthonormale de V. On a alors les
inégalités suivantes :

e Hllevery < swp | /G £(9)(p ® 7)(9)dgz, y)|

z,yeVRHx
lz||=(lyll=1
< s [{( [ foolo) 9 nle)dg) (e 0 €. (Y w o m))
&impE€HR G j=1 k=1
< sup / F@1 S 1o(a)os, vl | (x(9)€5, me)ldg
&mpeH, ¢ k=1
< s / @10 lmmaery S (@), me)ldo,
&jmeE€EHx G j.k=1

ot les supremums sont pris parmi des vecteurs &, n, € Hy, pour j. k € {1,...,m},

tels que 3770 [|§[1% =1 et 3530 [lmil® = 1.
Or, pour tous &;,m, € Hp avec j,k € {l,..,m} tels que 7" [ = 1 et
&

2 Imell* =1, si on pose & == py et 0 == gl
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m

/G @@ enary S r(0)és ) ldg

Jk=1

Z/G!f(g)lllp(g)HEnd(V) > Il im(9)€ 0 dg

J,k=1

< > l& M mell sup /GIf(g)lIIp(g)IIEnd(wI(W(g)é,n)ldg

j7k:1 §>77€H7r
lEI=]Inll=1
< m? sup / F @) e | ((9)E, ) do,
EmeHR G
ll€I=]Inll=1

d’ou,

1(p @ m)(f)lleven,) < m® sup /G!f(g)lHp(g)HEnd(vH(?T(g)&77>Idg.

€7n€Hﬂ'
lI€ll=lInll=1

On veut utiliser la décroissance uniforme des coefficients de matrice des
représentations unitaires, ne contenant pas la triviale, donnée par le théoréme
suivant (voir [4, Corollaire 2.4.3 et Théoréme 2.5.3|, [8, corollaire 2.7 et proposition
6.3], [15, proposition 2.7 et théoréme 4.11]) :

Théoréme 3.6.  Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe & centre
fini tel que, tout sous-groupe distingué G; # 1 soit tel que rangy(G;) > 2, ou
G; = Sp(n,1) ou G; = Fy_sg) et soit K un sous-groupe compact mazimal de G.
Alors il existe une fonction continue K -bi-invariante ¢ sur G a valeurs dans RT
qui tend vers zéro a ['infini et telle que, pour toute représentation unitaire w de
G dans un espace de Hilbert H,, qui ne contient pas de vecteurs invariants non
nuls, et pour tous vecteurs unitaires &, n dans H,, on a ’estimation suivante :

Vg € G, {m(9)&, m| < é(9)dx ()oK (n)

ot 0x (v) = (dim(Kv))"/? € NU {oo} et (Kv) est le sous-espace de V engendré
par l'action de K sur v, pour v € H,.

On note K I'ensemble des classes d’équivalence de représentations irréduc-
tibles de K.
On rappelle que toute représentation (u, H,) de K s’écrit comme somme directe de
représentations irréductibles. L’espace H,, s’écrit alors comme une somme directe

de la forme :
H,= P HE™,

[oleK
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oil [o] est la classe de la représentation (o, H,) dans K et r, est sa multiplicité
dans la décomposition de p.

Le sous-espace HZ™ de H,, est alors appelé la composante o -typique de p.

Si (0,H,) est une représentation irréductible de dimension n,, la projection
P, : H, — H, sur la partie o-typique de ;1 est donnée par :

PO' - naﬂ’(XU*) (3)

oll X, est le caractére de o et x,«(t) = xo(t) = Xxo(t7') est le caractére de sa
représentation contragrédiente dans l'espace dual de H, (cf. [16, Chapitre 2,
Partie IJ).

Soit Z C K l'ensemble des K-types de V', c’est-a-dire 'ensemble des
représentations irréductibles de K qui apparaissent dans la décomposition de
(plk, V) en somme directe de représentations irréductibles.

Pour toute représentation © de G, on note Jg(7) ensemble des K -types
de 7 vue comme représentation de G. Avec cette notation Z = Jg(p).
En particulier, si 7 est une représentation de G'x G, on notera Joxg(m) C KxK
I’ensemble des (K x K)-types de m vue comme représentation de G x G'.

On considére la représentation réguliere L x R de G x G sur C.(G), qui
est donnée par la formule :

LxR:GxG— LC(Q), (LxR)E)f(g) = f(t gt

Définition 3.7.  Soit f une fonction continue a support compact sur GG. L’en-
semble des K-types & gauche et a droite de f est 'ensemble des classes de re-
présentations irréductibles de K x K qui apparaissent dans la décomposition de
f € C.(G) quand on décompose la représentation réguliére L x R, restreinte a
K x K, en somme directe de représentations irréductibles.

Lemme 3.8. Il existe une fonction ¢ continue sur G, bi-invariante par K, a
valeurs dans RY, qui tend vers zéro a Uinfini et telle que pour toute fonction f
continue & support compact sur G ayant des K -types a gauche et a droite contenus
dans Joxa(p @ p*) et pour toute représentation unitaire de G, w, sans vecteurs
mvariants non nuls, on a :

1(p @) (f)lleven,) < sup m® G!f(g)|Hp(g)HEnd<m<b(g)5x(£)5z<(n)dg,

EnEH

ot le sup est pris parma les vecteurs £,m € H, unitaires ayant des K -types
appartenant o Ja(p ® p*).

Démonstration. On va d’abord montrer que le supremum dans l'inégalité
(2) peut étre pris parmi les vecteurs unitaires &,n € H, ayant des K-types
appartenant a Jg(p ® p*).

Soit (4, H,,) une représentation unitaire de G et f une fonction continue a support



518 (GOMEZ-APARICIO

compact sur GG. On remarque tout d’abord que pour tout £,n7 € H, et pour toute
o€ [/(\', la projection du vecteur p(f)& sur la composante o-typique de H,, est
égale a

Py (u(f)€) = nop(Xo * f)E,
et xo+ * f est exactement la projection de f sur la composante o-typique de la
représentation réguliére gauche L de G sur C.(G). Donc x,+ * f est non nul si et
seulement si ¢ est un K-type a gauche de f. De méme,

Pa(ﬂ(f)*ﬁ) = na:u(f * Xa)*ﬁ,

et f *xx, étant la projection de f sur la composante o*-typique de la représenta-
tion réguliére droite R de G sur C.(G), il est non nul si et seulement si o* est
un K-type a droite de f.

Soient K et Ky g+ les deux sous-ensembles de K définis par :

Kir={c¢€ [A(| o est K-type a gauche de f}
Krr={0€ K|o*est K-type a droite de f}.

Comme les projections P, sur les espaces o-typiques sont des projections
orthogonales (Lemme de Schur [16]), alors :

(P ey = sup [(u(f)z, 9],
Z7y
ol z et y parcourent les vecteurs unitaires de H,, tels que I’ensemble des K -types
de z est contenu dans Ky g+ et 'ensemble des K -types de y est contenu dans Kz, .

Soit (7w, H) une représentation unitaire de GG. On considére le produit ten-
soriel (p@ 7w,V ® H).
Supposons maintenant que les K-types a gauche de f soient contenus dans I’en-
semble des K-types de V et les K-types a droite de f soient contenus dans
I'ensemble des K -types de V*. Alors, Ky CZ et comme

Kip- C{o€ IA(| o*est K-type de V*},

on a aussi que Ky g« C Z. D’ou 'inégalité,

(o @ m)(Nllcven <sup| [ f9){(p®)(g)z y)dgl,
Z?y G
ol le supremum est pris parmi les vecteurs unitaires z, y € V ® H ayant des
K -types appartenant a I'’ensemble des K -types de V.

De plus, si H' est le sous-espace vectoriel de H formé des vecteurs dont
les K-types sont parmi les K-types de V ® V*, tout vecteur de H ® V' dont les
K -types sont parmi ceux de V appartient & H' @ V' (car Homg(V @ V* H) =
Homg (V,V ® H), o Homg désigne 'espace des morphismes de représentations
K -invariants). Donc l'inégalité (2) devient :

[0 @ m) (Nl coven < ngmZ ; |F (o9 [enac| (T (9)€, m)|dg,
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o & et n sont des vecteurs unitaires de H qui ont des K-types appartenant a
I'ensemble des K-types de V@ V*, Ja(p ® p*).

Considérons une fonction ¢ continue, K -bi-invariante sur GG et a valeurs
dans R, qui tend vers zéro a l'infini, donnée par le théoréme 3.6. Alors on a pour
toute représentation unitaire 7 qui ne contient pas la triviale :

(0 7)(Pllewver < msup / F@)119(9) i) 6005 (€)1 (m)d,

ol ¢ et n parcourent les vecteurs unitaires de H qui sont K -finis et qui ont des
K -types contenus dans Jg(p ® p*).
[ |

On cherche maintenant une suite de fonctions f,, € C.(G) ayant des K-
types a gauche et & droite contenus dans Jg«c(p® p*). Pour simplifier la notation,
on note J := Joxa(p ® p*). On a le lemme suivant :

Lemme 3.9. [l existe une matrice non nulle E € End(V) et il existe une suite
de fonctions f, € C.(G) ayant des K -types & gauche et a droite contenus dans J
et une constante positive D telles que, pour tout entier n, le support de f, soit
contenu dans G\B,,, 1115{)10 p(fn) =FE et

/G @10 lmmacydg < D.

Démonstration.  On considére la décomposition de Cartan de g donnée par
la forme réelle compacte u. g s’écrit alors

g=tdp,

ot E=gNuet p=gniu,et p est non nul car G n’est pas compact. Alors pour
tout x € u, p(x) est une matrice anti-hermitienne et pour tout = € iu, p(x) est
hermitienne.

Soit X € p non nul et a := exp(X). Par conséquent p(a) = exp(p(X)) est une
matrice hermitienne (donc diagonalisable dans une base orthonormale de V')
a valeurs propres strictement positives que ’on notera, sans tenir compte des
multiplicités, vy, ...., vy, o v; € RY pour tout 1 <i < m.

De plus, comme w est une représentation fidele de G qui envoie U dans les ma-
trices unitaires de End(V”), w(X) est une matrice hermitienne non nulle. On a que
Uexp(tX)) = Hw(X)lgnaqvns car [w(expEX)) feman = exp(loCX)llenm):
pour tout réel t. Quitte & remplacer a par a* pour k£ un entier assez grand, on
peut méme supposer [(a) > 2.

Posons a, = a", pour tout entier positif n. On a alors que (a,) =
n||w(X)|lgnavy = nl(a), donc I(a,) > 2n et a, appartient a G\B,,.

De plus on a, pour tout n, p(a,) = p(a)” est diagonalisable sur R dans

la. méme base que p(a) et ses valeurs propres sont 11", ....,1,,". Comme
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| p(an)||Enaqvy = 1%%};(1#) et que v; > 0, pour tout ¢ = 1l..m, on a que

plan)

——— tend vers une matrice de End(V') non nulle, que 'on note E’.
Hp(an)”End(V)

Soit maintenant f une fonction continue positive & support compact sur GG
telle que fG g)dg = 1 et telle que le support de f soit contenu dans By N{g €

G| [lp(g )—1d||End(v <3k
Soit f,, dans C.(G) définie de la facon suivante : pour tout g dans G

fla,'g)

19 = e Tonaer

On a donc que suppf, C a,(suppf) et f, est dans C.(G), pour tout n. De plus,
on a que pour tout g appartenant au support de f,,

lg) = l(an) — 1,

donc le support de f,, est contenu dans G\ B, .
D’autre part, on voit facilement que

p(f) = —J@ﬁ——éf@mm@.

[ )“End(V)
Posons J := [, f(g)p(g)dg. J est une matrice inversible de End(V'). En effet, on
a que
H/f g~ Wenaw e < [ F9)0) = Wil
e
< sup |p(g) = Ideaav) llEnd(v)
gesupp(f)
1
< =
-2

Par conséquent, p(f,) tend vers E’'J qui est encore une matrice non nulle de
End(V).

Par ailleurs, on a que,

t/m@mmmmﬂm@
G

Hp ap, ‘End (V)

/f 10 5macv) 110(0) 1macr g

9)llp(g ||End

<

MIOO\
kh

On a donc trouvé une suite de fonctions f, dans C.(G), une matrice
E = FE'J dans End(V) non nulle et une contante D tels que lim p(f,) = F,

Ja 1 fa(@)l2(9) lEnaqvydg < D et tels que le support de f,, pour tout n, soit
contenu dans G\B,. On va montrer qu’on peut prendre les fonctions f, ayant
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des K -types, a droite et & gauche, contenus dans 7.

Soit une fonction f € C.(G). D’aprés la formule (3), qui donne la projection
sur les composantes o -typiques d’une représentation de G, pour o € K, la fonction
f définie par la formule suivante :

F=)" nees (L x R)(Xoi00,)
¢1,02€1

= Z Ny X7 * [ % Mgy Xy -
1,261

est la projection de f sur les K x K-typesde V ®@ V*.

On utilise ceci pour obtenir, pour tout n, une fonction fn qui est donnée
par la projection de f,, sur les K x K-types de V ® V*. On a alors une suite de
fonctions (f,)nen ayant des K -types a gauche et a droite appartenant a J.

On va maintenant vérifier que la nouvelle suite satisfait les conditions du
lemme 3.9.

L’application p : C.(G) — End(V) = V®V™* est un morphisme de représentations
de G x G et, pour tous t,t" dans G le diagramme suivant commute :

(LxR)(tt’)J{ l(p&o*)(ut’)

Par conséquent, comme lim p(f,) = E, lim p(f,) est égal a la projection
de E surles (K x K)-types de V ® V*, et cette projection n’est rien d’autre que
E elle méme, c’est a dire que lim p(f,) = E.

De plus, on a que,

/G @10 mardo

< [ D neing / X ()Xo (]| fu(E gt | p(9) | it dg
G¢1,¢2e1 KxK

S Z n¢1.n¢§/

P1,92€1 K

X3 ()X (1)) / [fa(t™ gt llp(g)l|dgdtdt
K G

<D Y ng.ng / X3 ()Xo, (1) |dtdt’
P1.92€l KxK
<D,

ot D’ est une constante qui ne dépend pas de n. Comme le support de ﬁL est
contenu dans K (suppf,)K pour tout n, et les B, sont invariants par I'action a
gauche et a droite de K, le support de f, est contenu dans G\B,,. [ |

Soient maintenant £ € End(V) non nulle et f, € C.(G) tels que
lim p(f,) = E, avec le support de f, contenu dans G\B,, f, ayant des K-

types a gauche et a droite contenus J, et tels que [, |fn(9)ll(9)]|Enaqvydg < D,
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pour une constante D qui ne dépend que de FE.
D’aprés le lemme 3.8, si 7 est une représentation unitaire de G' qui ne contient
pas la triviale, on a que, pour tout entier naturel n,

1(p @ ) (fo)lcveom < m? sup/ | fa( DI 2(9) lEnavy@(9)0x (§) K (1)dg,
&n Ja

ol & et n parcourent les vecteurs unitaires de H qui ont des K-types contenus
dans ’ensemble des K -types de V @ V* et ¢ est une fonction continue et positive
sur G qui s’annule & U'infini et qui ne dépend ni de f, ni de .

De plus, on a une constante positive D telle que [, |fu(9)|[lo(9)]|Enacy < D et,
comme le support de f,, est contenu dans G\ B,,, 'inégalité au-dessus s’écrit :

I(p @ m)(fu)lleqvem <m*Dsup sup  ¢(g)dx () (), (4)

6777 gEG\Bn

ol & et n parcourent les vecteurs unitaires de H qui ont des K -types appartenant
a I'ensemble des K -types de V ® V*, ensemble qui ne dépend pas de n.

On veut montrer que le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand
n tend vers I'infini. Pour ceci, on a besoin du lemme suivant qui assure que, pour
tout v € H ayant des K-types contenus dans un ensemble fixé S, la dimension
du sous-espace de H engendré par I'action de K sur v, que I'on note dx(v), est
bornée en fonction de S.

Lemme 3.10.  Soit v € W, ot (u, W) est une représentation de K. Alors,
Ik (v) = dim(Kv) < Z(dim o)?,
[o]

ot la somme est prise parmi les [o] € K qut sont des K -types de v.

Démonstration.  Soit C(K) la C*-algébre réduite de K. Toute représentation
irréductible o de K, apparait dim(o) fois dans la décomposition de la représen-
tation réguliére de K en somme directe de représentations irréductibles (cf. [16]).
En fait, 'application

est un isomorphisme de C*-algébres. Soit 1 le morphisme de C*(K) vers W qui
envoie f dans u(f)v € (Kv). On a donc que,

(Kv) = ¢(C(K))
=4( P End(H,)),

[o]ek,

ol la somme directe est prise parmi les [o] qui sont des K-types de v.
On a alors que
dim(Kv) <) (dimo)?,
[o]

ou la somme est prise parmi les [o] € K qui sont des K -types de v. [
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Maintenant on est prét pour conclure. Le membre de droite de (4) tend vers
zéro quand n tend vers l'infini, car la fonction ¢ tend vers zéro & U'infini, et donc
la norme de (p ® 7)(f,) tend vers zéro quand n tend vers U'infini.

On a donc trouvé une matrice £ non nulle dans End(V') et une suite de fonctions
fn dans C.(G) tels que nll_)IIOlo p(fn) = E et le supremum sur toutes les représenta-

tions unitaires 7 de G, qui ne contiennent pas la triviale, de ||(p @ 7)(fa)||2(vem,)
tend vers zéro quand n tend vers I'infini. Ceci termine la, démonstration du lemme
3.4, donc celle du théoréme 3.1. Par la proposition 2.7, G a alors la propriété (T)
tordue par p, ce qui termine la démonstration du théoréme 1.2 énoncé dans I'in-
troduction. [ |
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